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ПРЕДИСЛОВІЕ АВТОРА КЪ ПЕРВОМУ ИЗДАН. 


Не слБдуя вполнЪ въ изложени Теоріи сравненій counne- 
ніямъ Лежандра: Théorie des nombres и Гаусса: Disquisitiones 
arithmeticae, я считаю необходимымъ объяснить причины, за- 
ставившія меня едћлать отетупленїя отъ этихъ превосходныхъ 
сочиненій двухъ великихъ Геометровъ. Для этого я войду въ 
нЬкоторыя подробности объ этихь сочиненіяхъ и о современномъ 
HMB состояній Теоріи чиселъ. 

Эйлеромъ положено начало ве®хъ изысканій, составляющихъ 
общую часть Теорш чиселъ. Въ этихъ изысканіяхъ Эйлеру пред- 
шествовалъ Ферматъ; онъ первый началъ заниматься изелћдо- 
ваніемъ свойствь чиселъ въ отношеніп ихъ способности удов- 
летворять неопредъленнымъ уравненіямъ того или другаго вида, 
и результатомъ его изысканій было открытіе многихъ общихъ 
теоремь Теорін чиселъ. Но изыскания этого Геометра не имли 
непоередетвеннаго вліянія на развитіе науки: его предложенія 
остались безъ доказательствъ и безь приложенй. Въ этомъ 
состоянін открытя Фермата служили только вызывомъ Гео- 
метровъ на изысканія въ Теорїи чисель. Но не смотря на весь 
интересъ этихъ изысканій, до Эйлера на нихъ нокто не вызы- 
вался. И это понятно: эти изысканія требовали не новыхъ при- 
ложеній пріемовъ уже извћетныхъ и не новыхь развитій пріе- 
мовъ, прежде употреблявшихся; эти изысканія требовали созда- 
нія новыхъ прїемөвь, открытія новыхь началь, однимъ словомь 
основанія новой науки. Это сдБлано было Эйлеромъ. 

Между многими изысканіями Эйлера въ Теорін чисель Han- 
болће им$ли влїянїя на успфхъ этой науки изыскания его по 
слБдующимъ двумъ предметамъ: 1) 0 степеняхъ чиселъ въ OT- 
ношеніи остатковъ, получаемыхъ при д®%ленїи ихъ на данное чи- 
сло и 2) о числахъ, предетавляюшихь сумму двухъ чисель, изъ 
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которыхъ одно есть квадратъ, а другое ироизведенїе квадрата 
на данное число. Первыя положили основаніе теоріи указате- 
лей, еравненій двучленныхъ вообще п въ особенности теорш 
квадратичныхь вычетовъ; вторыя были началомъ теорїй квад- 
ратичныхь Формь. 

Основаніе теорїни указателей Эйлеръ положиль мемуаромъ 
своимъ: Demonstrationes circa residua ех divisione potestatum 
per numeros primos resultantia, напечатаннымъ въ запискахь 
нашей Академи за 1773 годъ. Въ этомъ мемуарЬ онь раскрыль 
свойства указателей и первообразныхь корней, показаль выс- 
шій пред IB числа рБшеній, допускаемыхъ сравненіями двучлен- 
ными еъ простымъ модулемъ и приложеніе теорїй указателей 
къ теорш квадратичныхь вычетовъ и кладратичныхъ Формъ. 
Для совершенства теоріи указателей оставалось найти способь 
опредЂленія первообразныхъ корней, не испытывая различныхъ 
чиселъ. Ве старанія Эйлера въ изыскан!и этого были тщетны; 
онь говорить: «Via quidem adhuc поп patet, tales radices pri- 
mitivas pro quovis divisore primo inveniendi, neque etiam demon- 
stratio, qua tales radices primitivas semper dari evici, methodum eas 
inveniedi declarat» *). Ho при веемь успъхћ Теорш чисель, мы 
до епхъ поръ находимъ первообразные корни, испытывая pas- 
личныя числа, и теоремы, изложенныя мною во второмь при- 
бавлени, едва ли не первый опытъ находить первообразные 
корни безъ предварительныхъ иепытаній. | 

ИзелБдованія Әйлера о дїлителяхь чиселъ вида а" +b” 
положили начало теоріи сравненій двучленныхъ. Эти изелћдова- 
нія мы находимъ во многихъ мемуарахъ Эйлера; изъ нихь 0С0- 
беннаго вниманія заслуживаетъ мемуаръ: Theoremata circa di- 
visores numerorum. ЗдЪеь онь показываетъ, что возможность 
удовлетворить сравненію 2" —а==0 (мод. тп--1), при mn + 1 
простомъ чиел%, предполагаетъ дЪлимость а"—1 на это число, 
и доказываетъ обратное, предполагая M и N простыми между 
собою. За пеключеніемъ лишняго ограниченія M и N простыми 
между собою, эти теоремы суть основанія современной теорїй 
сравненій двучленныхъ вообще и въ особенности теорій квад- 
ратичныхъ вычетовъ. Впрочемъ разематривая у Эйлера доказа- 


d 


*) Op. min. col. томь 1, crp. 523. 


— 


www.rcin.org.pl 


1Y 


тельство посл®дней теоремы, легко замЪтить распространене 
ея на случай M и я какихь нибудь. Въ мемуар: De quibusdam 
eximiis proprietatibus circa divisores potestatum оссигей Физ онь 
особенно доказываетъ это для случая M = 2, не д®лая ника- 
кихь ограниченїй относительно 7, и показываетъ, что дЪли- 
мость а" — 1 на 2n +1 есть нообходимое и достаточное усло- 
Bie того, чтобы а было квадратичнымъ вычетомъ числа 2-1. 
КромЪ того Эйлеръ, въ другихь мемуарахь, много занимался 
квадратичными вычетами, и въ Observationes circa divisionem 
quadratorum рег numeros primos, разсматривая остатки, по- 
лучаемые при дВлешїи квадратовъ на простыя числа, онь BH- 
велъ такое заключение: 

Existente s numero quocunque primo, dividantur tantum qua- 
drata imparia 1, 9, 25, 49, ete. рег divisorem 48, notenturque 
residua, quae omnia erunt formae 4q +- 1, quorum quodvis lit- 
tera œ indicetur, reliquorum autem numerorum, formae 44 + 1, 
qui inter residua non occurunt, quilibet littera Y indicetur, quo 
facto 81 fuerit 


divisor numerus 


primus formae ) tum est 
408 + а -+ $ residuum еі — s residuum 
Ans — а + $ residuum et — 8 non-residuum 
ans + Y + $ nm-residuum еі — $ non-residuum 
4ns — N -+ $ non-residuum et — s residuum 


Это открытїе мы находимъ у Эйлера въ 1-мъ TOME Opuscula 
Analytica, 1772 года. Не трудно въ немъ узнать завонъ взаим- 
ности двухъ простыхъ чиселъ, обнародованный Лежандромъ въ 
1785 году и положенный имъ въ основаніе теорїй квадратич- 
НЫХЬ вычетовъ. 

Въ теорїи квадратичныхъ Формъ Эйлеръ началь свои изы- 
сканія съ суммы двухь квадратовъ, и въ мемуар%: De numeris, 
qui sint aggregata duorum quadratorum доказалъ, что дЪлите- 
ли суммы двухь квадратовъ простыхь между собою должны 
представлять подобную сумму, и вывелъ линейную форму этихъ 
дфлителей. Такямъ образомъ онь дошель до знаменитой TEO- 
ремы Фермата о разложенін простыхь чисель вида 4M + 1 
на, два квадрата. Подобнымъ образомъ Эйлеръ нашелъ квадра- 
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тичныхъ и линейныхъ дфлителей для квадрата, сложеннаго съ 
удвоеннымъ или утроеннымъ квадратомь, и предложиль безъ 
доказательства линейныя Формы дБлителей многихь квадратич- 
ныхь формъ. Tars положилъ Эйлеръ основаніе теорія д®лите- 
лей квадратичныхь формъ. Геніальныя открытїл, сдЪланныя Ла- 
гранжемъ въ этой части Теорїт чисель, открыли путь Эйлеру 
къ новымъ изысканіямъ. ОлЗдетыемъ ихъ было новое развитіе 
теорій квадратичныхь Формь со многими приложенями ея къ 
изелЪдованію, что данное число простое или нЪтъ, и какъ можно 
найти простыя числа чрезвычайно большія. 

Әйлеръ не ограничивался въ изысканіяхъ своихъ одними 
конечными Формулами; онъ показаль также, какимъ образомъ 
употребленіемъ рядовъ можно дойти до различныхъ предложе- 
ній Теоріи чиселъ. Сюда относятся изысканія его de partitione 
numerorum и о суммахь д$лителей различныхъ чисель. 

Им%я въ виду развитіе общей части Теорїй чисель, мы не 
будемъ останавливаться на изысканіяхъ Эйлера въ Анализ 
Діофанта, результатомъ которыхъ было ршене уравнений BTO- 
рой степени съ двумя неизвветными, изелБдованіе уравненій 
вида ах? + фу? = cge”, доказательство невозможности нБкоторыхь 
уравненій съ двумя и тремя неизвЪетными и рБшеніе многихъ 
неопредБленныхь уравненій весьма сложныхъ, и перейдемъ къ 
изысканямъ Лагранжа, которымъ сдђланы весьма важныя paz- 
BATİA въ общихъ началахъ Теорін чиселъ. Сюда относятся изы- 
сканія его о числ рБшеній, допускаемыхъ сравненіями съ IpO- 
стымъ модулемъ, и изслЪдованія евойствъ квадратичныхъ Форм». 
Мы видфли, что Эйлеромъ найдень высшій предЪлъ числа р%- 
шеній двучленныхъ еравненій; Лагранжъ доказалъ, что этотъ 
же предълъ будетъ при всякомъ числъ членовъ. Этимъ откры- 
тіемъ Лагранжъ далъ возможность доказать многія предложе- 
нія Теорія чиселъ, которыхъ доказательства прежде представ- 
ляли непреодолимыя затрудненія. Къ числу такихъ предложе- 
ній должно отнести сущеетвованіе первообразныхъ корней для 
всЪхъ простыхъ чиселъ; доказательство, предложенное на это 
Эйлеромъ, основывается на свойств$ двучленныхь сравнений, 
которое могло быть строго доказано только поел открытія 
Лагранжа. Но изъ веБхь трудовъ Лагранжа въ Теорія чиселъ 
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наиболђе им%фли вліянія на успъхъ этой науки его изысканія о 
квадратичныхь Формахъ. Онъ даль общія начала для тБхь изы- 
сканій, которыя едБланы были Эйлеромъ для не многихь MPO- 
стБйшихь формъ, и эти начала, развитыя Лежандромъ, соста- 
вили полную теорію дїлителей квадратичныхъ Формъ, одну изъ 
самыхъ главныхъ въ теорїи чиселъ и особенно важную по сво- 
HMB приложеніямъ къ опредБленію дВлителей даннаго числа. 

Развитіе теорін квадратичныхь Формь, сдВланное Лежанд- 
ромъ, было слБдетвїемь открыт его въ теоріи квадратичныхъ 
вычетовь. Заключеніе, приведенное нами выше изъ сочиненія 
Эйлера: Observationes circa divisionem quadratorum рег nume- 
ros primos содержитъ ту теорему, которая нынЪ извБетна подъ 
именемъ закона взаимности двухь простыхъ чисель и которой 
обязана своимъ успЗхомъ теорія квадратичныхъ вычетовъ. Въ 
запискахъ Парижской Академіи наукъ за 1785 годъ Лежандръ 
доказалъ ее на основаніи признаковь возможности уравнен!я 
ах +b” =сг?, имъ же открытыхъ, и показаль приложенія ея 
къ изелБдованію сравненїй второй степени и опред$леню д5- 
лителей квадратичныхъ Формъ. 

Въ такомъ состоянш находились различныя части Теоріп 
чиселъ, когда. Лежандръ написалъ сочиненіе свое: Essai sur la 
Théorie des nombres, изданное посл% со многими прибавленіями, 
но безь существенныхъ измБненїй въ систем изложенія глав- 
ныхъ Частей, подъ названіемъ Théorie des nombres. При всемъ 
развитіи отдфльныхъ частей Теоріи чиселъ, систематическое 
изложеніе этой науки представляло непреодолимыя трудности. 
Мы видЪли, что законъ взаимности двухъ простыхъ чисель, слу-. 
жащій основаніемъ теорїй квадратичныхь вычетовъ и велбдст- 
віе того необходимый для теоріи квадратичныхъ Формъ, выве- 
денъ былъ Лежандромъ изъ свойствъ уравненій второй степени. 
Поэтому теорія квадратичныхь вычетовъ и формь могла быть 
изложена только посл5 предварительнаго изложенія теоріи He- 
опредБленныхъ уравненій второй степени, теорш по предмету 
своему гораздо высшей и съ своей стороны представляющей 
приложеніе теоріи квадратичныхь вычетовь. ВелЪдстве этого 
въ сочиненіи своемъ Лежандръ, посл предварительнаго изло- 
женя различныхъ предложеній относительно чиселъ, начинаетъ 
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съ рБшенїя неопредђленныхъ уравненій, и только по изложент 
полной теорїи уравненій второй степени онь приетупаеть къ 
общимъ свойствамь чисель, TAB находимъ у него главныя пред- 
ложенія Теоріи сравнен!й и полную теорію квадратичныхь BHI- 
четовъ и квадратичныхь Формъ. Такой порядокъ въ изложен 
главныхъ частей Теорїй чиселъ, лишивний ее системы, OCTA- 
вался необходимымъ только до тЪхъ поръ, пока Гауссъ не по- 
казалъ, какимь образомъ законъ взаимности двухъ проетыхъ 
чиселъ можеть быть выведенъ непосредственно изъ разематри- 
ванїя сравненій. Такъ открылась возможноеть, не нарушая ec- 
теетвенваго порядка въ главныхъ частяхь Теори чисель, из- 
ложить сравненія второй степени вм®стЪ съ другими еравне- 
ніями прежде уравненїй второй степени, и потомъ, на осно- 
ванйи результатовь Теоріи сравненй, упростить изел$доваше 
уравненій высшихъ степеней. 

Обращаемся теперь къ сочпненію Гаусса. Мы видфли, raria 
развитія сд$ланы были въ различныхь частяхь Теор!и чисель 
трудами Эйлера, Лагранжа и Лежандра. Но Гаусеъ въ сочине- 
нін своемъ: Disquisitiones arithmeticae не пользовался изысканія- 
ми этихь Геометровъ. Онъ независимо оть нихъ развиль глав- 
ныя части Теорїи чисель, обогативъ ее новыми пріемами, MHO- 
TAMA открытїями и весьма важными приложенїями къ. рБшенію 
двучленныхъ уравненїй. Но при всемъ достоинств% `сочиненїя 
Гаусса мы не можемь не признать, что большая часть его вы- 
водовь лишена той простоты, которою отличаются прїемы Эй- 
лера, Лагранжа и Лежандра. Въ этомъ отношени его изложе- 
Hie отдБльныхь частей Теоріи чисель, за иселюченіемъ н$ко- 
торыхъ, нельзя предпочесть изложению Лежандра. 

Изъ этого видно, что ни сочиненіе Лежандра, ни сочиненіе 
Гаусса не представляютъ Теори чиселъ въ TOMB совершен- 
HONS видЪ, въ которомь она можетъ быть изложена MOCNÉ 
развитїй, сдфланныхъ въ ней трудами этихъ Геометровъ, а т®мъ 
боле поелћ изысканій Геометровь позднЪйшихъ. Поэтому въ 
изложен Теоріи сравненій я должень былъ руководствоваться 
не однимь Лежандромъ и не однимъ Гауссомь, но вмЗет$ и 
Лежандромъ и Гауссомь и многими другими, занимавшимися 
этою частью Теорш чиселъ. Но чтобы привести въ систему 
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изысканія Геометровъ, употреблявшихь пріемы весьма разно- 
образные, я долженъ былъ изм®нить большую часть ихъ вы- 
водовъ. Кром% того для полноты системы я нашелъ необходи- 
мымъ развить нЪкоторыя статьи. Tars въ теорїш сравненїй 
1-й степени я разсматриваю отдфльно три случая, когда это 
сравненіе имћетъ одно рЬБшенїе, HBCEOIBEO и не имЗетьъ ни од- 
ного. Излагая свойства сравненій высшихъ степеней, предлагаю 
относительно ихъ н®сколько общихъ теоремъ, кромЪ теоремы 
Лагранжа. Въ теоріи квадратичныхъ Формъ показываю средство 
узнавать, когда двЪ квадратичныя Формы дЪлителей приводятся 
къ однимъ линейнымъ формамъ. Кром% того въ сочиненіи моемъ 
находится три прибавленїя. Въ первомъ я излагаю распростра- 
Henie знакоположенїя Лежандра, сдБланное Якоби, и показываю 
приложеше этого къ излБдованію квадратичныхь вычетовъ; 
во второмъ я доказываю теоремы, опредБляюшїя первообразный 
корень н®которыхъ чисель по ихъ виду; въ третьемъ я пред- 
лагаю результаты своихъ изысканїй относительно свойствъ Функ- 
ци, опредБляюшей, сколько простыхъ TACENS не превосходать 
данной величины. 
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ОПЕЧАТКИ 


слБдуетъ читать: 
стран. 85 стр. 82 ада”-1--3:50 (мод. №) 


3.5 3—1,5—1 
» 086 »` 18 &==1.2 8 5 (мод. 15) 
1—1 
Уе 719 Иа ( 06 (мод. р) 
а р 
» сун » 23 4) а 
کا ا او ی ر‎ (мод 5) 
» س‎ › 24 т=а— $ 
» 49: o l AT m— 1 
Ek р-1 
› 45 » 10 .... (2—р—1)—2 1 
> 41 » 16 то 
‚| 01,238 z= — а (мод. р) 
68 1 == х (1 ҮЭ) 
» » ийг LA USE дан 
1 
ЛҮП, э ГЕ 1,2,2... 25 
1 (р—1)а 
Е2-,--Е31-023 
Ав (2)-0-9 
а-1 р-1 g (ap 
аи ЧИК Г: (—1) 2 2 2 
а—1 
» — > 19 еге 
2—1 
» ЭЛ уг! 2 
а—1 р—1 
6 01 Є дл кая ў" 
D 7 Жү 2)” ) 
р-1 
» 81 :» 14 имБеть 2 рб%®шенїй; дла этого, по CRA- 
0—1 
занному въ $ 21, дїдинь 22 — g нах * 
и, замЪчая, что 
» 52 ал, аз,....ар_| 
2 
» 87 » 5 а 
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стран. 88 стр. 2 


98 
105 
107 
108 
110 


П 


22-54 (мод. а") 
х® — А" (мод. р) 
80-й 

кратное а 

а. 

а. 


a? 1 (мод. р) 


дЪлимость 2—\ на а. Полагая же частное 
оть дфленія 2-3 на а равнымъ а, нахо- 
ДИМЬ 

получаемь 16 

17+ А==0 (мод. р) 


L а-1,А-1 
(: + 2 таб. 
а—1 
ШЕ Ину 
равныхъ. 


а (аи? 2ъиь--сь?)== 
4агт1, 4аг+а+тт, 
442:4-тү, 442+ ант, 
а, с, а? -не, 

то дБлить А на а 


ат—1 

a isi 
2N =+ 1 
такъ представлено: 
"айх на р 
2" +1 
2" 4-1 

198, 251,... 
3.3887=100°+11, 
„УЧ нь ФГ 

у = ЯР шаш 
۷ 4 ,وو ود و‎ 
ر2‎ А==—@@; з 


(НИ А) (t: А) =—d; 4: 
«> 8 

=(—1) "Z, 4, 

Ч,--4528 

d;=2.5.263 

dıs =2.5.11? Е 
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стран. 185 стр. 


187 


э 


D 


ш 


1 ds, dios 4,6, бо 6, de dio мн da dis, 
4, 4, ho hs. 
8 при перем$нномъ и 
18 (= =) (= ==) (= 9 m 
a 8 т 
5. 28916 1 (мод, Зи +7) 
6 3.5 ==0 (код. 4 Х--1) 
У 1 
мо 
24 1 
В, i, т? 
в Ме? 
8, 4, 15 о 
їл + 
1 а--1 
Ч үч: A Тор 2 
2 г не < а+1 
8 (- : ) 
log а 
02-58 
10 > 
фг-0-1 
16 х0 се 
2и и, В E 
los m 
3 «л 
log" 
1 сь которою Фрункція Q(X), 
10 а ах 
» log 2 
11 x dæ _ 
2 log НИ 
95 Тат" „1051, ет" Ч” 
28 шу®%--и ут—1--... +U p1 у-ии=0, 
1 e= lp (а) (ж) 
== АЙ” 
19 + 105 ( 1-1) 
х 
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GABINET MATEMATYCZNY 


РЧ ыг. ын еулие іа 
ЖИЙИ иаач хеч ак 59:19 


ЈЕоРІЯ СРАВНЕНІЙ, 


ање мл 


Предварительныя понятія. 


$ 1. Теорія чиеелъ, иначе называемая Трансцендентною 
Ариеметикою, есть наука о рБшеніи неопредЪленныхъ уравне- 
ній въ Числахь цфлыхъ. Заимствуя понятіе о числахъ изъ Арие- 
метики и объ уравнешяхь изъ Алгебры и Трансцендентнаго 
Анализа, она вь тоже время существенно отлична оть этихь 
наукъ. Она отличается отъ Ариеметики TEMS, что разематриваеть 
числа только въ отношени ихъ способности удовлетворять He- 
опредбленнымь уравненіямъ того или другаго вида, и елд. 
остается независимою отъ системы нумерація, на которой осно- 
вываются дЪйствія Ариеметики. Она отличается отъ Алгебры и 
другихъ частей опредћленнаго анализа тъмъ, что, разсматри- 
вая уравненія, она ограничивается только цфлыми значеніями 
неизв стныхъ. | 

Разематривая такимъ образомъ и числа и уравненія съ осо- 
бенной точки зрћнія, Теорія чисель доходить до результатовъ 
совершенно новыхъ и весьма важныхъ для Ариеметики и.Тео- 
рии опредЗленныхъ уравненій. Первой она облегчаетъ выкладки, 
по огромности своей, невыполнимыя безъ ея помощи; второй она 
открываетъ путь къ рБшенію вопросовь, безъ помощи ея, не 


разрьшимыхъ. 
Чебышевъ. Теорія сравн. 


1 
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Всякое уравненіе, заключаюшее н®сколько перемънныхъ, под- 
лежить изелБдован1ю Теорїи чиселъ. Но не BCÉ они одинаково 
доступны изелБдовянію и не вс5 они имютъ одинакую BAK- 
ность по приложеніямъ своимъ. Теорія чиселъ до сихъ поръ 
ограничивается только разсмотрЂніемъ уравненїй наибол®е npo- 
стыхъ и въ тоже время имБюшихь наиболЪе важныя приложе- 
нія. Изъ этихъ уравненій особеннаго вниманія заслуживаютъ 
TB, которыя заключаютъ одно изъ неизвъетныхъ въ первой сте- 
пени; они замфчательны какь по свойствамъ своимъ, такъ и 
по приложеніямъ къ упрощенію дъйствій Ариеметики и рБше- 
нію вопросовъ, касающихся опредЪленнаго анализа. Эти то урав- 
nenia составляютъ предметъ изслЬдованія Теоріи сравненій. 


$ 2. Прежде чЪмъ приступимъ къ изелБдованїю этихъ урав- 
неній, мы остановимся на свойетвахь чисель, извЬстныхъ намъ 
частію изъ Ариеметики, и изложимъ ихъ съ надлежащею под- 
робностію. 

Веб числа раздЬляются на два рода: простыя и составныя. 
Простымъ вазываетея такое число, которое можеть дБлиться 
только на 1 и самаго себя. Соетавнымъ называется такое чи- 
сло, которое можетъ длиться на другое число, большее 1. 
Такь 2, 3, 5, 7, 11 и проч. суть числа простыя, а 4, 6, 8, 9, 10 
и проч. суть числа составныя. 

` Не трудно убБдитьея въ TOMB, что проетыхъ чиселъ без- 
конечное множество. Въ самомъ д®л®, допустивши противное 
и называя черезъ N наибольшее изъ простыхъ чиселъ, мы долж- 
ны допустить, что BCH числа большїя № суть составных и CIB. 
происходятъ отъ перемноженія 2, 3, 5, 7, 11,.... N, взятыхъ 
въ нБкоторыхъ степеняхъ. Но несправедливость этого обнару- 
живается чиеломъ 1. 2. 3. 4. 5....(Х--1). У--1, которое, oge- 
видно, не дБлится на числа 2, 3, 5, 7, 11....М и слфд. nepe- 
множешемь ихъ степеней не можетъ быть составлено. Итакъ 
нельзя допустить, чтобы простыхъ чиселъ было не безконечное 
множество. 

Для опредЪлен!я всЪхъ простыхъ чиселъ, меньшихъ данна- 
го пред$ла N, самый простой способъ состоитъ въ TOMB, чтобы 

°въ ряду: 
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K 8,5,4, 5, 6, Т8, 9, 10,:11, 12,113, аль №. 


тыкидывать посл5довательно числа кратныя 2, 3, 5, 7,..... H 
7. д. А это, очевидно, можетъ быть выполнено зачеркиваніемъ 
гъ ряду: 


1, 2, 3, 4,5, 6, 1, 8, 9, 10,.11, 12, 18,94; . д Х--1, М, 


зиселъ чрезъ 1, считая оть 2,--черезь 2, считая отъ 3,—черезъ 4, 
считая отъ 5, и вообще черезъ ”--1 чиселъ считая отъ числа 
7. Такимь образомъ въ этомъ ряду исключатся већ числа CO- 
сгавныя и останутся одн лишь простыя числа. 


$ 3. Два или несколько чисель называются относительно 
простыми, если они не имћютъ общаго множителя. Такъ числа 
Ю и 21 суть относительно простыя. Изъ сказаннаго нами о 
челахъ, относительно простыхъ, слБдуетъ, какь частный CAY- 
тай, что если А, будучи само по себЪ простымъ числомъ, не- 
Љлитъ B, то Аи В суть числа относительно другь друга 
тростыя. Въ самомь brb, въ этомъ случаЪ числа А и В не 
югуть имЪть общимъ дЪлителемт: 1-е) ни числа отличнаго отъ 
1; ибо А будучи простымъ чиедомъ не можетъ длиться на 
дугое число, 2 е) ни самаго A4; ибо В, по положению, на А не 
7Блитея. ЗамЪчая, что если В меньше А, то В на А дфлиться 
ж можетъ, мы по предыдущему заключаемь, что, при В mens- 
пемъ 4 и А простомъ, числа Ви А будутъ относительно другь 
дуга простыя. Это свойство чиселъ можетъ быть выражено 
RES: «всякое число, меньшее даннаго простаго 
числа, есть относительно его простое число». 
hes 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, суть простыя отноентельно 11. 

Отеюда не трудно вывЪеть такое завлючене: 

Два числа не равныя между собою и само по себ простыя 
еть относительно другъ друга простыя. 


5 4. Мы теперь займемся излиженіемъ свойствь Чисель от- 
юсительно простых. 


1. Теорема. Если А и В суть числа простыя относи- 
желъно 5, то и произведене uxo АВ есть число простое отно- 
сипельно В. 
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Ын чы: 


Доказательство. Для доказательства этой теоремы ищемъ 
omaro найбол-шаго дЪлителя чиселъ А и 5. Для этого, какь 
иввБетно изъ Ариеметики, должны А дЪлить на 5; полученным 
при этомъ остаткомъ должны д®лить 6, новымъ остаткомъ д®- 
лить первый остатокъ ит. д. Поел®днїй остатокъ будетъ 1: ибо 
А и 5, какъ чпела относительно простыя, общаго длителл 
им ть не могутъ. Если же мы изобразимъ черезъ 9,0,.9,,... 0, 
частныя, получаемыя при этихь дЂленіяхъ, а черезъ /, 7, Fy, „... 
Улс эх "и, 7а — остатки; то, приравнивая дВлимое произведенію 
дфлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, и замЪчая, что 
поел®днїй оётатокь ra parens 1, получаемъ такія уравнешя: 


А=ба-+/, S=rqi +r, ТЕ 92-Е Г „ен 221—1 $. + 1, 


которыя, по умноженіи на В, дадутъ: 


(1).. ..4В=В54+ Br, В5= Вга 4- Вә, Br=Brı +В, ......... 
sei s Braam Braa dr tB: 


Первое изъ этихь уравненїй показываетъ, что общій д®ли- 
тель АВ и 8 будеть дфлить В», второе, —что этотъ дВлитель 
будетъ д®лить Ви,, третье,-что онъ будеть дБлить Р/,,и Т. д., 
наконецъ послБднев,--что общій дБлитель АР и 5 будетъ yb- 
лить В. Но Ви S, по положенію, не имБють общаго д®лителл; 
слЪд. не имћютъ его АВ и 5, что и слБдовало доказать. 

Распространяя эту теорему на нЪеколько простыхь чисель 
относительно Sy, S, 5,,..., мы убфждаемся, что числа А ВСР. 
... M SoS, 9,.... суть относительно другъ друга простыя, если 
А, В, С, Г,.... веб суть числа простыя относительно каждаго 
изъ чисель So, 5, Say... 


2. Теорема. Если 5, будучи простымь числомь относитель- 


но А, дълить произведене А.В, то оно дълить и В. 


Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы вы- 
водимъ уравнения (1) и изъ этихъ уравненїй зам чаемъ, что 
дБлимость АВ на S предислагаетъ дЪлимоеть на 5 чисель Br, 
В»,, Br, и наконець дЪлимоеть Р, что и ел®довало доказать. 


3. Теорема. Если изъ двухь чиссль А и В, простылъ между 
собою, каждое дълить 8, то u произведеще uxo АВ дълить 5. 
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Доказательство. Называя черезъ Г, частное отъ д®ленїи S 
на А, мы для опредБленія величины 5 будетъ имЪть. 


откуда слБдуеть дЪлимость АГ, на В: ибо, по положенію, S 
длится на В. Но, по предыдующей теоремЪ, дЪлимость AL на 
В, rab В число простое съ А, предполагаеть дЪлимость / на 
В. Называя же черезъ М число, получаемое при этомъ д%ле-. 
нін, мы будемъ им%ть 

L= ВМ; 
велБдетвіе чего предыдущее уравненіе дасть 

S= АВМ; 


откуда ясно видна дфлимость S на АР, что и елЪдовало до- 
хазать. 

Распространяя эту теорему на нЪеколько чиселъ, мы 88- 
ключаемъ, что S дЪлится на АВСР...., если оно дБлитея на 
каждое изъ чиселъ 4, В, О, D,.... и числа А, В, С, D:... 
простыя между собою. 


$ 5. Мы приетупимъ теперь къ раземотрЪвю свойетвь YH- 
селъ, обнаруживающихея при ихь разложеніп на простые мно- 
жители. | : 

Изв®стно изъ Арпөметики, что всякое число можеть быть 
разложено на произведенїе простыхь чиселъ. Означая черезь 


х, В, Т,.... различныя простыя YACHA, входящія въ составь 
№, и черезь т, л, р,.... степени ихъ, мы будемъ пмЪть 
№М=оа”В"уР.... 


Изъ этого уравненїя, на основан 1-й теоремы, мы заклю- 
заемь, что № есть простое число относительно већхъ чисель 


тростыхъ само по себЪ и отличныхь OTB а, В, 1,.... Въ Ca- 
иомъ brb, по $ 3, всякое простое число, отличное OTD х, В, Y, 
... будеть также простымъ относительно х, В, Y,.... и CIBA. 


относительно его будетъ простымъ числомъ произведенїе «"В"ү” 
... Отсюда мы можемъ заключить вообще, что всякое число 
‘че можеть дЪлиться ва простое число, въ составъ его не вхо- 
дящее. Чтоже касается до дЪлимости N, которое мы предполо- 


www.rcin.org.pl 


=== 6 в 


жили равнымъ а” В"ү”...., па степени чиселъ а, В, \.... 
въ составъ его входящихъ, то также не трудно убъдиться, чт‹ 
оно не можетъ д$литься на «при > т, на В" при’ > 1 
и т. д. Въ самомъ д5л5, такъ какъ къ У--а Л ү”....: то gaci 
ное отъ дЪленя N на а" представится дробью 


от В" үг... BYP... 


A REE или 9 


что, при 2 > т, не можетъ быть числомь ц%лымъ; ибо а, бу- 
дучи числомъ простымъ отличнымъ оть В, Y,..., по замЪчен- 
ному нами, дБлить В" ү”.... не можетъ. Итакъ N mowers gÈ- 
литься только на степени х, B, ү...., не превосходящія M,N, р, 
и селд. число № можетъ дЪлиться только на числа, въ составъ 
которыхь входятъ одн5 простыя числа ©, В, Y,.... и въ сте- 
пеняхъ, непревосходяшихь M, N, р,.... Такимъ образомъ дохо- 
JAMS мы до елЬдующей теоремы: 


4. Теорема. Число N можеть дълиться на число Р толь- 
ко въ moma случат, кода ecw тростыя множители числа Р 
входят» въ составъ № и еъ № степени иль не ниже, чъмь в» Р. 


На основаніи этой теоремы не трудно доказать слЬдующую: 


5. Теорема. Для числа № возможно одно только разложе- 
nie на простые множители. 


Доказательство. Въ самомъ дл, если мы допустимъ для 
числа № два разложенія на простые множители, такъ: 


N=" "уг. „+, Х--аү”" Bi п! yı”! ЗҮЛЭГ ЛЭ 3 
то, для эти уравненія одно на другое, найдемъ 


ат В” у?....... ат" Ва"... 
amp y, PË, “1; a БУР асан йа 


Первое изъ этихъ уравненїй, по предъидущей теорем%, пред- 


полагаеть, что већ числа ох, В,, Y,,.... находятся въ ряду чи- 
селъ а, В, 1,....., а второе обратно, что већ числа х, В, Y, 
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.... находятся въ ряду <, Bi ү,,....; откуда слБдуетъ, что 
числа о, В, ү,.-.-Я о, Bis ү,,.... суть одн® и TB-x&e. Прини- 
мая же х0, B=, ү=7,,...., мы, по предъидущей теорем%, 
изъ уравненія 
Б ма ОЦУ 
аа" Ву"... =l 
AM BEND | 
т’ не >т, т не >п, р не >р,....; „е " 
А ‚у, ® | 
Подобнымъ образомъ уравнеше <" сэ 
«х^ у ОЙ 
и?" Ви"... >. > Я 
2: В. ' =1 е^ ( Жин 
1 ү........... ЖЭ 
предполагаетъ Эс 


т ве >т, п не >п', р не >р',..... 


Hss соединенія же этихъ неравенетвъ` съ предъидущими 


находимЪъ 
т=н, п==п', р==р',..... 


Итакъ разематриваемыя нами два разложенія числа N не 


разнятся между собою ни простыми числами, ни степенями 
HX: откуда и слЬдуетъ предложенная нами теорема. 


5 6. Разложеніемъ чисель на простые множители легко до- 
казать слъдующіи теоремы: 


6. Теорема. Если № дљлитъ квадрать числа М и не mo- 
жетъ дълиться на квадрат какою-либо числа, то № дълить 
также М. 


Доказательство. Разложеніемъ числа N на простые множи- 
тели мы находим. 
№" В" ү?..... 

Но такъ какъ №, по положенію, не можетъ ‘длиться на 
квадрать какого либо числа, то зд®сь показатели M, N, P, 
MRAR не могутъ превоеходить 1; ибо въ противномъ елуча%, 
при т не < 2, число №, очевидно, дЪлилось бы на а”, при n 
не < 2, оно длилось бы на Ê, и т. д. СлЗд. въ предыдущем 
уравнени већ показатели M, N, р,.... равны 1; а потому 
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ГДЬ а, Ё, Y,.... простыя числа, различныя между собою. Уб5- 
дясь въ этомъ, разлагаемъ M на простые множители; это даеть 
намь 

В”: ,....... (2), 


гдЬ œ, В, 7,..... различныя простыя числа. Msb этаго урав- 
ненія мы выводимь 


М— 28, элү, 2р 


и, фу дур что, по положенію, M? дЪлится на N, rab N = 
®Вү...., мы, по теорем$ 4-й, заключаемъ, что въ ряду х, ё, Yi, 
Бий, КА BC числа х, В, ү,.... и что степени ихъ въ 
составъ M? не суть О. Олд. већ числа +В үгү. ВХОДЯТЬ 
въ составъ М и сл®д. М длится на «, Ê, ¥,.... и вмЪстЪ 
съ Thus (ем. теорему 3) дЪлится и на произведеніе ихь, рав- 
ное N, что и слЗдовало доказать. 

Тавь замЪчая, что 15 не можетъ дїлитьея на квадратъ ка- 
кого либо числа и что оно д®лить 45°, равное 2025, мы за- 
ключаемъ, что 15 будетъ также дьлить 45. 


7. Теорема. Корень h-ŭ степени числа N только въ momo 
случаь есть число арьлдв, кода степени простыл» множителей 
ею суть числа кратныя h. 


Доказательство. Разложеніемъ` числа N п корня его A й 
степени на простые множители находимь 


Л 
Х--а В”уг......, VN=u™ Вау". е, 


Первое изъ этихъ уравненій и второе, по возведеніи его въ 
степень h, даютъ слїдуюшїя два разложенія числа N на npo- 
стые множители: 


N=" piye, 8 N=a Ву", 7 рн ry 
Ho, по теоремћ 5-й, эти разложенія должны быть тожде- 
ственны. А потому числа о, Ê, Y, ..... должны быть равны 


числаиъ а, В,, ү, .-... и числа M, N, р, .... Должны имђть 
равныя въ ряду /”,/и,Лр,..... ; послднее ясно обна- 
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руживаетъ, что M, я, р, .... суть числа кратныя Å, въ чемь 
и заключается предложенная теорема. 

“Такь, находя число 576 равнымъ 2° 3° и замЪчая, что здЪеь 
показатели 6 и 2 имћютъ общимъ дфлителемъ только 2, мы 
заключаемъ, что изъ већхъ корней числа 576 только коревь 
квадратный имфетъ значеніе ц®лое. 


8. Теорема Если № разложеніемъ на простые множители 


приводится къ а 6" ү"... ., то сумма различных» дълите- 

лей № есть | ү: 

а -ї—1 819 1— 1 у’! —1 

а число ULD есть‏ ‚ ا ا 
a— 1 6—1 үг!‏ 


(т-4-1) (9-1) (р--1)..... 


Доказательство. По 4-й теоремЪ, число N, какъ равное 


a” В" 1’...:, можеть дБлитьея только на числа равныя 
г ON ГА „ТАВ < = тп < = п,р < = р,....Поэтому 
BCh дБлители числа № опредЬлятся значеніями произведенія 
«ЧҮЧ ЫЛ... , боотв®тетвующими 

т'==0, 1, 2;.....т—1, т, 

16-20, 1, 3,..... п —1, n, 

8 =20 1,8:...5: р--1, р, 


и елд. найдутся въ ряду членовь, получаемыхъ перемноже- 
ніемъ выраженїй 


в9--44-424-..... a 71-07, 
BoB +В ..... +6" — 1-87. 
үүтү? .-... +T IHW, 


9:9/8 зад ро бов 9 о 09:40:07 66,6 Ka 


А поэтому сумма дЪлителей числа N опредълится произве- 
дешемь 


(424-0-4-07---..4-077-14-077) (87--8-4-87--...4-8"7-1--87) 
(үҮ®-кү-кү?-є...-+ Pe) ed eré оа . 


Е 8944.86.45 
которое равно 

e +1 —1 УР! — 1. 

i М E RE 
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ибо 
n1 

а24-2-44-02-4-....4-0997/14-07) =+, ; 

я м в" 51-41... 1 
89--8--07---.....4-87771-4-87 Е" 

ү? =: ‚а 1 

0 2 7—1 0 = 
үүчү... ү + ээж, ий, 


ооо ооо ое оо е 


Число же дїлителей N опред5литея числомъ членовь про- 
изведенін 


(094-04-а24-...4-019—14-0'%) (0048--87-4-./487--187) 
(Ү9+-Үү-кү?+...-„ү?—-„ү?)......................... ; 


или, ЧТО одно и тоже, значеніемъ этого выражения, при о. = 1. 
Бе Т, ү = 1,7... Сл$д. число дЪлителей N есть 


(m1) (10-41) (2+1........... 


Tars для числа 72, равнаго 2°. 3°, сумма дЪлителей опре- 
1 E 91 

д%литея выраженемъ R т. 8—1’ что равняется 195, а чи- 
сло дЪлителей 72 будетъ (3-4-1) х (2--1), или 12. Въ епра- 
ведливости этихъ заключеній мы убЪждаемся, замЪтивъ, что 


дВлители 72 суть 


1, 2, 8, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72, 


которыхь сумма равна 195, а число ихъ 12. 


9. Теорема. Если N разложенемь на простые множители 
приводится къ оа" В” ү? ....., 0» по крайней мъръ одно изъ 
чисель т, п, р, .... есть нечетное; то для числа № возможно 
1 (т--1) (n= 1) (р-- 1)... различныхь разложеній на два 
множителя. 

Если же ecw покзатели т, п, р, .... числа четныя, то 
для № возможно 0 (т + 1) (4-1) (9-1)... 1 такихъ 
разложеній. 
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Доказательство. Въ первомь случа%, по 7-й теорем5, HETS 
чиела, котораго бы квадрать равнялся N, а потому чписло N не 
можетъ разлагатьея на произведеніе двухь множителей равныхь 
между собою, и елд. всякое разложеніе числа N на два MHO- 
жителя опред$литъ два дБлителя его. Откуда ясно, что число 
разложеній N на два множителя равно половинЪ числа его xE- 
лителей и слфд., по продыдущей теоремЪ, оно равно 


+ (т--1) (п1) (0--1).........- 


Во второмь случаЪ, — въ случа$ т, n, р, . ... четныхъ, 
въ числЪ разложенй N на два множителя будетъ между про- 
чимъ такое, въ которомъ оба множителя равны и которымъ 
слБдовательно опред$лится одинь дфлитель числа N; затЪмъ 
BCB остал.ныя разложенія, какъ и въ первомь случаЪ, дадуть 
по два дЪлителя. Итакъ, называя черезъ А искомое число раз- 
ложенїй N на два множителя, мы найдемъ 1 + 2 (А— 1) для 
числа дВлителей №. Но, по предыдущей теоремъ, число дЪли- 
телей № есть (т + 1) (n +1) (р 4-1) .... ОлБдовательно, 


14-2 (К—1)-=(т--1) (%-Е1) (p+1)....; 
откуда для величины А находчмь 


\ E=} (т-- |) (n+l) (p+1).... +4 


‚ 


что и слЪдовало доказать. 

Такъ, для числа 72, равнаго 2°. 3°, число разложеній на 
два множителя должно быть (8 + 1) (2 -+ 1), или 6. ДЪй- 
ствительно находимъ мы, что для 72 возможны только сєл®ду- 
юшїя 6 разложенїй на два множителя 


1.73, 2.36, 3.24, 4.18, 6.19, 8.9. 


Для числа же 36, равнаго 2°. 3°, число различныхь pas- 
ложеній на два множителя будетъ 1 (24-41) х (24-1) 4-3, или 
5. ДЪйствительно для 36 возможны только слЬдующія разло- 
женя на два множителя: 


1.56, 2.18, 3.12, 4.9, 6.6. 


$7. Прежде чЪмъ пойдти далће, мы докажемь OTHOCH- 
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тельно дЪлимости чисель, составпяющихъ ариеметическую про- 
грессію, ел$дующую теорему, которая намь будетъ нужна Te- 
перь и впослЬдетвїи. 


10. Теорема. сели разность прорессіш есть число простое 
съ р, а число членовъ равно тр, то въ такой nperpecciu число 
членов, дълящихся на р, есть т. 


Доказательство. Пусть будетъ разематриваемая прогрессїя 


а, а44, 0+91,.....а04-(тр—9) d, a+(mp—1) d, 
ГДЬ 4 число простое сь р. Этоть родь членовь разбиваетел 
на m слЪдующихъ: 


а, а+4,а+24,.....а+-(р- 1)а, 
а4-ра,ач-ра4-4,0-44-р4-434,....4-4-04-4-(р--1)0, 
а+пра,а+пра+-4,а+пра+24,.....а+-пріа+(р— 14, 


ы О о зза азана зазна на ну заву ня ну туннан унаи 


а--(т--1)рд,а4-(т--1)р44-4,44-(т--1)р4-481,...4(тр--1)4 


и не трудно убфдиться, что каждый изъ этихъ рядовь заклю- 


чаеть одинь члень, дВляшїйся на р. Для обнаруженія этого 
раземотримь рядь 


ач-трй,ч-ирй--4,0-1 прӣ+-941,. „.анпра+(р—1)а. 


Въ немъ не можетъ быть двухъ членовъ, которые бы при д5- 
Jenin на р дали остатки равные; ибо разность такихь двухь 
членовъ длилась бы на р, а въ невозможности этого мы убЪж- 
даемся, замЪтивъ, что разность какихъ-либо двухъ членовь 
этого ряда приводится къ произведению 4, числа простаго съ 
р, на число < р, что, по 2-й теорем%, на р дЪлитьея не MO- 
жетъ. Но если остатки отъ дБленія 


на р већ различны между собою и CIBA. въ числ ихь не MO- 
жетъ быть болће одного равнаго нулю, то съ другой стороны 
одинъ изъ нихъ не обходимо будетъ нулемъ: ибо, предполагая 
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‚противное и замћчая, что, кромЪ нуля, относительно остатковь 
OTB дБленїя чисель на р, можно сдфлать только р--1 предпо- 
оженій: 


мы должны бы были допустить, что въ числ5 р остатковъ отъ 
дфленія: 


/4-14,44-144-4,1-4-0:р4--90,....44-1р--(р--1), 


есть два по крайней м®рЪ pabr, что, по доказанному нами, HE- 
возможно. 


Уб%дясь тавимь образомъ, что въ ряду 


а--пра,14-нра--4,44-эр4--20,....44-лр4-4(р-1)4 


и CIBI. въ каждомъ изъ (3) число членовъ дБлящихея на р 
есть 1, мы Заключаемь, что во ве®хъ т рядахъ (3) чиело чле- 
новъ дЪлящихся на р есть т. Но совокупность веБВхь этихь 
рядовь, какь видБли, составляетъ разсматриваемую нами про- 
греесію 

а,а+ а,а+24,.....а+(тр—)а,а+-(тр—1)4; 


откуда и слЪдуетъ предложенная нами теорема. 
Изъ этой теоремы не трудно вывести слбдуюшую: 


И. Теорема. Если а число простое само по себъ и А простое 
съ а, то въ ряду 1,2,3....... ‚ aAN—1, аАМ число членовъ 
простыхъ съ А къ числу членовъ простыхжь съ А и а относит- 
ся какъ а къ а—1. 


Доказательство. Въ АрпөметикЂ доказано, что общій наи-. 
большій дїлитель чисель Хи А есть также общій наибольшій 
дЂлитель числа А и остатка отъ д®ленїя X на A. Отеюда crb- 
дуеть, что если Хи А неимћютъ общаго дїлителя, то и оста- 
токъ отъ дБленія Хна А будетъ число простое съ А, и, обрат- 
но, если остатокъ отъ дБленія X на А есть число простое съ 
А, то X также число простое съ А. Но такъ какь остатокъ 
оть дБленія на А будетъ всегда менће А; то, при X проетомъ 
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к-ди -- 


съ A, остатокь отъ д®ленїя X на А будеть всегда одно изъ чи- 
селъ мёньшихъ съ А и простыхъ съ А. Пусть же 


! m 2011) 
т r, pasar ЦИ 


будуть числа простыя съ А и меньшія A; нетрудно опред5- 
лить видъ числа X, для котораго остатокъ отъ brenia на А 
былъ бы равенъ одному изъ чисель 2, х, ®'.... 2". Такь, 
чтобы найти X, которое при дфленш на А даетъ остатокъ о, 
пусть будетъ m' частное отъ дфленя X на A; приравнивая 
дЪлимое произведен дЪлителя на частное, сложенному съ 0с- 


таткомъ, мы находимъ для выраженія X слБдующую Формулу: 
Х==о'-+т' А. 


Также, находимъ слБдующія формулы для чиселъ, которыхъ 0C- 


татки отъ дВленїя на А суть ¢, &'..... а": 
Х----н/ А; Х==а’-т"А,.....Х=а Фут А, 


Итакь, ве® числа, которыя при brenia на А даютъ остатки 
равные а, 0, &' .... а”) и CIBA., по замЪченному нами, суть 
числа простыя съ Á, выразатся такимь образомъ 


Х=«@'-+т'А, Х==а"+-т" А, X=" m" A... X=- А. 


Тавь выражаются BCE числа простыя съ А. На основания 
этихъ Формуль легко доказать предложенную нами теорему. 

Съ этою ц®лїю мы опредъляемъ по этимъ формуламь BCE 
числа простыя съ А и мёньшія QAN, давая въ нихь буквамь 
И ЗК, ХЕ т”) значевія 0, 1, 2, 3, ит. д. до т®хъ 
поръ, пока числа, опредЪляемыя этими Формулами, не будуть 
orbe aAN. 

Такь находимь, что веб числа простыя съ А и мёнышл 


аАМ суть 


а,84-4,6--323,,.......-4-ү0. a+ (aN—1)4, 
а”,4"-4,4"--23,......... г-.-а!-К(аХ-1)А, 
а!ди”-АЖ"-ЕВА, 1...1... о"--(аХ-(1)4, 
а09,:09--4,«09--2А,........ а0944Х--1А, 


и ве®хъ HX, какъ не трудно замБтить, счетомъ есть «Ми. 


g 
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Теперь не трудно показать число проетыхъ чисель съ А 
и а и въ тоже время мёньшихъ «АМ. Для этого стоитъ толь- 
ко въ найденныхъ нами числахъ, простыхъ еъ A, выкинуть 
числа кратныя а; ибо @ число само по ceh простое, и сл%д., 
по 8 3, веБ числа, не дБлящіяся на него, будуть простыя съ 
нимъ. Но, по предъидущей теорем%, въ ряду 


0!/!--А4,0/--24.07--34,....л74(4Х-1)4. 


число членовъ, дБляшихея на а, есть №; елд. простыхь съ а 
здЪеь а N—N, или (a—1) N. Тоже замБчаемь о прочихъ pa- 
дахь: 


а!,х"--А,!!-Е2А,........... .@'-„(а Х-1)А, 
о!"”"--4А,"--24,........... о!"--(4У-1)А, 
а(9,«09--А,:09--34,.......... a”+(aN—1)A 


Откуда ёлБдуеть, что чиселъ, мёньшихъ QAN и простыхъ съ 
А иа, будетъ (а—1) №. Но это число къ числу вс®хъ чи- 
селъ мёньшихъ «АМ и простыхъ съ аАМ, которое, кавъ ви- 
дЪли, есть а Хп, относится KAES 2—1 къ а, что и сл$довало 
доказать. 

На основанін теоремъ, изложенныхъ нами, не трудно будетъ 
доказать елбдуюшую теорему: 


12. Теорема. Если N разложенемь на простые множите- 
ли приводится къ а" В" т... т’, то число простыжь чисель 
съ N и меньшихъ N есть 


-1 8—1 т-1 т-1 
mann? ГА, ; ЯЕ к 
ое ЕЕ р 8 з Ё 
Доказательство. На основаши предыдущихъ теоремъ, не 
трудно показать, сколько чисель простыхъ съ х, В, 1,....т 
вь ряду 
а Кр «Вур ,... т. 


Для этого мы пишемъ этотъ рядъ въ вид ариеметической про- 
гресеіи, съ разностію равною 1, такимъ образомъ: 
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ю-. 16 — 
11-514448:1,: Өр 1-4 (aa "үр... м’ 1). 


На основан! 10-й теоремы, мы заключаемъ, что здЪсь чле- 


новь, дБлящихея на о, есть а" В" 47......... т’; затБмъ 
остальные, числомь а" В" ү?....т--оа”-1 7 yP... . т’, или 
2 а—1 . 
о" ВР... : йт будутъ простыя съ а (см. $ 3). Итакъ 
въ ряду 
E ТО А. орлу? , т 

. -1 

число членовь простыхъ съ а есть «7 В" 1’.... ИЕ. 


Отсюда, по 11-й теорем$, мы заключаемъ, что число членовъ 


простыхъ съ х и В, или, что одно и тоже, простыхь еъ про- 


х £ -1 —1 
изведсшемь оф, есть «"В"ү"..... Е х г дале, по той же 


теорем%, зная, что число членовъ въ ряду 


в... 8877... 
Manny? LUBE 
простыхь съ х В есть а'"В"ү”...т ава, мы находимъ, что 
здЪеь число членовъ, простыхъ съ ођү, есть 
УР КЛ ү E 


Наконецъ найдемь такимъ образомъ, что число членовь, про- 
стыхъ съ офү....т, есть 


Такъ опредфляется число простыхъ чиселъ съ &«Ву....т 
и меньшахь а" В" ү”....т'. Но это все равно, какъ бы мы 
разсматривали числа проетыя съ N, или а" В" 1?....т’; ибо 
BCE проетыя числа относительно х" В" ү? .... м’ суть простыя 
относительно оВу....и обратно. Въ этомъ мы убЪждаемся 
тъмъ, что относительно х" В*?’....т’, также какь относитель- 
но аВү.... п, всякое чиело будетъ простое, если въ составЪ 
его н®тъ х, В, Y, .... T; въ противномъ же случа оно не бу- 
AETS простымъ ни относительно A” В'ү".... T, ни относитель- 
но аВү.... т. 
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м. ‚ &—1 —1 —1 = 1 
Итакь а"В"ү”... T .— мо, 20 есть число 


членовь вь ряду 


иростыхь съ «“Вү....Тс, что и СЛЬдовало доказать. 

Tags, для опредЂленія, сколько чисель лростыхъ съ 36 и 
меньшихъ 36, мы разлагаемъ 36 на простые множители. На 
ходя, что 36 равно 2”. 3°, мы, по доказапной нами теорем", 
заключаемъ, а ве®хъ чисель простыхъ съ 36 и меньшихъ 36 

.2—1.8—1 


есть 2°. 3 t p или 12. ДЪйствительно. между BCh- 


ми числами OTS 1 до 36 мы находимъ 12 чисель: 
1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 28, 25, 99, 31, 85, 
проетыхъ съ 36; већ же прочія: 


‚ 8, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 
20, 21, 92, 24, 26, 97, 98, 80, 82, 33, 84, 


ьу 


| 
суть составныя. 

Этимъ мы оканчиваемь изложене свойствь чиселъ, необ- 
ходимыхъ намъ впоелБдетвїп, и переходимь къ изелЬдован!ю 
сравнений. 


ГЛАВА? 
О сравневіяхъ вообще. 


$ 8. Теорія сравненій имЂетъ предметомъ изслЪдованје 
неопредћленныхъ уравненій, въ которыя одна изъ неизвћетныхъ 
входить первой стелепи. Общій видъ этихь уравненій есть 


ЖЛ Ду: =4и+4-В, 


rab Ё--данная функція, А и В—извфетныя числа. Такъ какъ 
эти уравненія употребляются очень часто, то для нихъ введе- 
но особенное знакоположеніе. Не трудно замфтить, что, при He- 


опредВленномь значенін числа и, уравненїе 


Чебышевъ. Teopia cpa ви. * 2 
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(АУ, ab TS ) =4и+В, 


приводясь къ равенетву 


есть ни что иное, какъ выраженіе дБлимости разности F (2, у, 8...) 
—В на А. А потому мы можемъ представить это уравненїе 
такъ: 
ЕК (2, у,2,....)2- В (мод. А), 
означая вообще знакомъ ==, поставленнымъ между двумя чис- 
лами, дълимость разности пхъ на третье число, которое съ 
словами мод. поставляемъ въ скобкахъ. 
Taks, для означенїя, что разноеть 17--5 дълптея на 3, бу- 

демъ писать 

17 = 5 (мод. 3). 
Выраженія вида 

М = М (мод. А) 
изв стны подъ названіемъ сравненій, чпела И 
и № казываютея сравнимыми по модулю А, чие- 
ло А— модулемъ сравненія. Сравниваемыя числа М, 
N могутъ имЪть значеня и положительных и отрицательныя; 
во всякомъ случаЪ выражене 


М = М (мод. А) 


будетъ означать дЪлимость алгебраической разности М— № на 
А. Число же A, модуль сравненія, мы будемъ всегда предпо- 
лагать числомь положительнымъ. | à 
ЗамЪтимъ, что, по сказанному нами знакоположенію, будетъ 
всегда 
М == М (мод. А), 
если > есть остатокъ отъ д®ленїя М на А: ибо, называя черезъ 
4 частное при дЪленїи М на А и приравнивая дЪлимое произ- 
веденію дЪлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, HAÑ- 
демъ: 
427 М = Ад + r, 
откуда ясно, что разность M a r дБлитея на А. 
Не трудно также убЪдиться въ обратномъ, что, если, при М 
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и ғ положительныхт, число > меньше А и сравнимо съ M по 
модулю А, то r есть остатокъ отъ дЪлешя М на А: ибо изъ 
сравненя М=х (тод. А) выходитъ тыр. =q, откуда М = 
Aq¬+-r; а это уравнене, при > < 4 Hr = > 0, обнаруживаетъ 
въ ^ остатовъ отъ дБленія М на А. 

Изъ того, что дБламое сравнимо съ оетаткомъ, ели д®Ъли- 
тель принять за модуль, какь частный случай, мы выводимъ 


что, если М дїлится на А безъ остатка, то 
М = 0 (мод. А). 


На основави этого мы будемъ говорить часто, что число 
сравнимо съ 0 по модулю А, BMÉCTO того, чтобы говорить, что 
оно длится на №. 


$ 9. Изь понягїя, составленнаго нами о сравненіяхъ, не 
трудно обнаружить въ няхъ слїдуюшїя -евойства: 


1) Два числа, сравнимыя съ однимь и тъмъ же числомь 
по какому либо модулю, сравнимы и между собою потому же 
модулю. Въ самом дЪлЪ, если М == М (мод. А), М”-- М (мод. 
А), то и М=М' (мод. А): ибо сравненія M2N (мод. А) пред- 
полагаютъ, что А дЪлитъ разноети М — №, М'—М и елд. 
длитъ разность этихъ разностей. Но эта поелфлня» разность 


есть М— М' п дфлимость ея на А выражаетея сравнешемл, 
M= M' (мод. А). 


2) Въ еравненїягть, подобно уравненіямь, члены, момуть быть 
переносимы изъ одной части въ Opyo. Тасъ, если М-- М'== № 
(мод. А), то М--Х--М (мод. А). Въ самомъ дЪлЪ, еравнеше 
М-- М' = М (тод. А) выражаетъ дЪлимоеть M+- М — N на 
А; но M~- М' — № равно М — (М— М (; дълимость же этого 
на A выражается сравнепіемъ №М--М№ — М' (мод. А). 


3) Два или нъсколькить сравнений съ однимъ и Memo же 
модулемь мозуть быть почленно складываемы и вычитаемы. 
Такь, если М: № (мод. А) и М--Х (мод. А), то М+М'= 
М+М (мод. А). Въ этомъ не трудно убЪдитьея, зам фтивъ, 
что еравпенія М- М (мод. А), М'==М№ (мод. А) предполагають 

ж 
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ца: 2 


дБлимость разностей М — №, М'— N' на А. Откуда слБдуеть 
дЪлимость на А числа равнаго M—N+(M'—N'), или М+М — 
(№№); а это выражается сравнешемь M+M = (М+М). 
(мод. А), что и слБдовало доказать. OTB соединенія двухь срав- 
невій не трудно перейти къ соединеню трехь, четырехь нт. д. 


4) Члены сравненія моуть быть умножены на одно число. 

Tars, если М==М (мод. А), то АМ М (мод. А). Въ самомъ 
дЪлЂ, по предыдущему свойству; сложивши почленно k одина- 
ковыхъ сравненій М-М (мод. А), найдемъ Е М-=ЁМ (мод. А) 
Такь докажется возможность умножать члены сравненія на вся- 
кое цБлое, положительное число. Чтоже касаетея до умно- 
_ женя на чиело отрицательное, то мы замфчаемъ, что, если 
Е МЕМ (мод. А), то также —k M = — RN (мод. А): ибо nep- 
вое сравненіе предполагаеть дЪлимость числа //-4 ХУ ва А 
а это число съ знакомъ(—)будетъ—/ МА № и дВлимоеть 
его на А выражается сраввешемь-- k M= — k № (мод. А). 


5) Два или нњсколько сравненій съ одним» и тъмъ же 
модулемъ моијтъ быть почленно перемножены. 

Не трудно убБдиться, что если М==М (мод, А) и М' = № 
(мод. А); то ММ'= NN' (мод. А). Въ самомь дълБ, сравненія 
М = №, М'== N' (мод. А) выражаютъ дЪлимость чисель М— М, 
М--Ю на А. Называя же черезъ q, 9’ частныя, получаемыя 
при этихь дЪленяхъ, находимъ 


М--М M N 
—_ = 1) из 


А 


ЭА й 1 
откуда выходитъ ; 
М--Ад--Х, М”--А(--Х. 
Эти уравнения, по перемноженш, даютъ 
ММ"--А204--4 (а№М-9 N)+NN', 


что обнаруживаетъ дълимость MM'—NN' на А, и ельд, срав- 
неніе ММ’= NN' (мод. А). 

Если мы перемножимь такимъ образомъ сравненія М == N, 
М'= №' (мод. А) между собою, произведеніе ихъ перемно- 
жимъ съ М"= N" (мод. А) и т. д.; то мы дойцемъ до срав- 
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uenia ММ'М"....-> МАМ"... .(мод. А). Предполагая же зд®сь 
М = М'= М'=...., № = № = №'.... и называя черезъ k 
число равныхъ чиеелъ М, М, М",.... и №, №, №"....,найдемъ 


M* № (мод. А). На основаніп этого легко’ доказать елћдую- 
щее предложете: 


6) Значенія иљлой функцін съ иълыми коеффиилентами 
от» двухъ чисель, сравнимыхь по какому нибудь модулю, срав- 
нимы по тому же модулю. 

Tars, если M=N (мод. A), fa =ar" -br ea" è... 
TXB a, b, c, .... чпела ц®лыя; то f (М) = f (N) (мод. А). Въ 
самомь д®л®, изъ сравненїя M= N (мод. А), по доказанному 
HAME сейчась, выходить 


мп = ут, Мт: т, Мт 2 т 2... (мод. А); 


умножая эти сравненїя на а, б, с,...., ВЫВОДИМЬ 


aM "= амт, ЬМ ISDN еМ9--2::06 М9-2,...(мод. А). 
Эти же стравненія, будучи сложены почленно, дають 


aM” bM™ 1 с М"... =a N" bN" ' ай" r... 
(мод. А), гд, занЬняа а М" М" ‘че М" ?-+....., aN” 
/Мягїа-еХ л 2а-..... черезъ f (М), f (№), имЗемь f (М) = 
f (N) (мод. А’, что п елБдовало доказать. 


т) Члены сравнемя моцуть быть сокрашены на uxo общиио 
множителя, если этотъ множитель число простое съ модулемљ. 

Tars, если ЛМ = КМ (мод. А), rab k число простое съ 
А; то М — М (мод. А). Въ самомъ дЪлЪ, сравненіе АМ == kN 
(мод. А) предполагаеть дћлимость *#М—ЁМ, или k(M—N) на 
А. Но, при k проетомъ съ А, по 2-й теорем%, это предполагаеть 
дфлимость M—N на А, а это выражается сравненіемъ M =N 
(мод. А). 


8) Если одна часть сравненія и модуль дњлятся на какое 
нибудь число, то на тоже число должна дълиться и другая 
часть сравненія; иначе сравненіе—невозможно. 

Tars, если M= kN (мод. КА), то М дълится на k. Въ ca- 
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момъ д®л®, это сравненіе предполагаеть, что разность M--kN 
дЪлител на АА. Называя же черезь 9 частное отъ этого дћ- 


ленїя, имфемъ им = 9. Откуда выходить М = k (№+ 40), 
что обнаруживаетъ дфлимость М на k. 


9) Обийй множитель членовъ сравненія и модуля можеть 
быть сокращенъ. Tars если АМ = АМ (мод. КА); то ММ 


(мод. А). Въ самомъ д®л®, сравнеше KM == kN (мод. КА) пред- 


7 Ё 
полагаеть дЪлимость /М--4/ на kA; но МОН приводит- 


CA КЪ м8. дълимость же M—N на А выражается сравне- 
шемь М==М (мод. А). 


10) Для числа, сравнимыя то двумь или нњсколькимъ MO- 
дулямь простымь между собою, сравнимы и по произведентю 
ить. Тавь, если M= N (мод. А), М==М (мод. А’), rab А, А! 
числа простыя между собою, то М == М (мод. АА). Въ самомъ 
дЪл, сравненїя M= № (мод. А), М№== № (мод. А) предпо- 
лагають дълимость M—N на Аи A'. Но; при А и А' npo- 
стыхъ между собою, эта дЪлимость (теор. 3) предполагает 
дълимость M—N на произведеніе АА, что выражается срав- 
неніемъ M= № (мод. А А”). На основанїп этого, amba нБеколько 
сравненій MN (мод. А), М = N (мод. А’), М = N (мод. А"),..... 
rab веБ числа А, А', А",... суть простыя относительно другъ 
друга, мы, изъ соединенія двүхь первыхь, находимъ M= № 
(мод. АА’); соединяя же это сравневіе съ М==М (мод. А”), 
получаемь M= М (мод. АА' А") и такъ дале, въ чемь и за- 
включается предложенная нами теорема. 


11) Не нарушая сравненія, модуль можеть быть замънень 
числом, на которое он» дълится. Такъ, если М— N (мод. АЛ’), 
то М= М (мод. А). Въ слмомъ дДЪлЪ, умножая члены этого | 
сравненїя на А', найдемь А'М = A'N (мод. АА’). Но, по sawb- 
ченному нами свойству сравненій (ем. n? 9), общий множитель 
членовъ сравнен!я и модуля можетъ быть сокращенъ. Сокра- 
щая же въ сравненіп A'M = A'N (мод. АА’) множитель Л’, 
находимъ М = N (мод. А), что и слБдовало доказать. 

Воть главныя свойства сравненій двухь чпеель между со- 
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24 8.48, 


бою. Эти свойства :послужатъ намъ для рБшенїя сравненій, за- 
ключающихъ одно или нзеколько непзвћстныхъ. Къ этому мы 
теперь и приетупимъ. 


$ 10. Мы видфли, что въ сравненїи члены могуть быть Ie- 
реносимы изъ одной чаети въ другую. Предполагая же BCE 
члены перенесенными въ одну часть еравненія, мы приведемъ 


его къ виду | | 
Е (2, У, &.....) =0 (мод. р), 
\ 


ryb f— rakaa нибудь функція, р— данное число, принимаемое за 
модуль, 2, Y, 2,....—Чиела неизвЪетння. 

Изл®дованїя наши мы начнемъ съ простБйшихь сравненій, 
съ сравненїй, заключающихь одно неизвЪстное, и сначала раз- 
смотримъ тоть случай, когда функція, входящая въ сравненіе, 
есть цЬлая, съ цфлыми коеффищентами. | 

Ограничиваясь сравнев1ями этого вида, мы докажемъ для 
нихь слВдующую теорему: 


13. Теорема. Если сравненю fz — 0 (мод. р) удовлетво- 
ряетъ х—а, то ему удовлетворяютъ и вењ числа, сравнимыя 
сь а по модулю р *). 


Доказательство. Въ самомъ MBB по свойетвамъ сравнений, 
замфченнымъ нами въ предъидущемъ параграхВ (см. тамъ °6), 
изъ еравненія Х = а (мод. р) выходить /Х == fa (мод. р). Но 
а, по положенію, удовлетворяетъ еравненію fx = 0 (мод. р), CMBR. 
(8:::0 (мод. р), а въ этомъ случаВ, по п? 1 предъидущаго na- 
раграфа, изъ еравпенія /Х = ѓа (мод. р) выходить (Х-00 
(мод. р), что и елћдовало доказать. 


$ 11. Мы видЪли, что если а есть число, удовлетворяющее 
сравненію fx == 0 (мод. р), то ему удовлетворяютъ и BCE числа, 
` сравнимыя съ а по модулю р. Посмотримъ теперь, какія же 
числа будутъ сравнимы съ а по модулю р? Для этаго мы при- 
помнимъ, что числа, сравнимыя между собою по модулю р, 


*) 8дЬсь и вездВ въ послфдетви подъ знаками fx, Fr, фх, ..... мы 
будемъ разум$ть mbina функціи съ цїлыми коеффиціентами, 
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суть TB, которыхъ разность д®литея на р безъ остатка; по- 
этому Х будеть числомь сравнимымъ съ а по модулю р, если 
разность ихъ дБлится на р. Называя же частное отъ дЂленія 
а--Х на р черезъ N, мы найдемъ "я = N; откуда X = а 
— р №. Bors общая Формула всхь чисель, сравнимыхъ съ 
а по модулю р. Давая здБеь числу № различныя вели- 
чины какъ положительния, такъ и отрицательныя, мы най- 
демъ безконечное множество чиселъ, сравнимыхъ съ 0 по мо- 
лулю р. Но изъ всБхь чиселъ, сравнимыхъ съ а по модулю р, 
особеннаго вниманія заслуживаютъ два числа: 1) число NO- 
ложительное наименьшее изъ веђхъ чисель, сравнимыхъ съ а 
по модулю р, оно извїїстно подъ названемъ наименьшало NO- 
ложительнаю вычета числа а по модулю р; 2) число отри- 
цательное, котораго численная величина менЪе численной вели- 
чины веБхъ отрицательныхъ чиселъ, сравнимыхъ съ а по MO- 
дулю р; такое число извћетно подъ названіемъ нагмдны10 
отрицательназо вычета числа а по модулю р. КромЪ того, мы 
будемъ отличать особеннымъ именемъ— обсолютно MAAMO вычета, 
числа а по модулю р,тоть изъ наименьшихъ вычетовъ положи- 
тельный или отрицательный, который имЂетъ наименьшую 
численную величину. Въ случаЪ равенства численныхъ вели- 
ЧИНЬ наименьшаго положительнаго вычета числа а по модулю 
р и найменьшаго отрицательнаго вычета его, мы за обсолютно 
малый вычетъ числа а по модулю р можемъ безъ различ!я при- 
нимать тоть или другой изъ наименьшихъ вычетовъ и 
будемъ говорить, что, въ этомъ случаЪ, абсолютно малый BH- 
четь числа а по модулю р имЪетъ ABÉ величины. . 

По формулъ X = а — Np, опредВляюшей sch числа, срав- 
нимыя съ а по модулю р, не трудно найти и наименьпий по- 
ложительный вычет» @ по модулю р и наименьший отрицатель- 
ный вычетъ его. Для этого мы уравненіе X = а— № пишемъ 


такъ X = р ( 4 №) откуда видно, что наименьшая Числен- 
ная величина X соотвЬтствуетъ значеніямъ N, наиближе под- 
ХОДЯШИМЬ КЪ гү притомь видно также, что Х будеть имЪть 
значенїе положительное или отрицательное, смотря потому, бу- 
деть ли № менфе или болфе ч®мъ б 
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мм ӨҢ а? 


Итакъ, наименьшїй положительный вычетъ числа а по моду- 
лю р опредЪлится по ФормулЬ а— №, когда за N мы возмемъ 
число, наиближе падходящее къ 5 но не превосходящее ст, та- 
кое число, очевидно, при @ положительномъ, мы найдемъ въ 
частномъ, дБля а на р и пренебрегая остаткомъ. Откуда ясно. 
что наименьший положительной вычетъ по модулю р числа, MO- 
ложительнаго мы найдемъ въ остатк5, отъ дВленїй его на р. 
Tars, для опредВленїя наименьшаго положительнаго вычета 23 
по модулю 7, мы будемь umbro формулу 23—17М№, rab за № 
должны будемъ взять цфлое число, получаемое при д®ленїя 23 
на 7. Выполняя это дфленіе находимъ, что здВсь N=3. Д®- 
лая № = 3 въ формул 23— TN, находимь, что 2 есть наи- 
меньший положительный вычетъ 23 по модулю 7. 

Также для наименьшаго положительнаго вычета (—2) по MO- 

дулю 5 находимъ Формулу — 2 — -5 N, rab за № должны взять 


—5 НО не превосходящее ==. 
Такое число есть (—1); 6лЬД,, искомый вычеть ёсть--2-4-5--3. 

Не трудно уб®дитьея, что всегда малый положительный вы- 
четъ а по модулю р меньше’ р. Это сл®дуетъ изъ сказаннаго 
нами объ опредБленїи его. Мы Bagban, что онь опредБляетея 


Формулою а— №, rab М есть цБлое число, наиближе подходя- 


число наиближе подходящее въ 


а а 
щее къ р> а потому 5 — № < 1, елд., 


« 
а-рУ--р (= =N) « р. 


Для опредЂленія наименьшаго отрицательнаго вычета числа а 
а 
по модулю р, мы должны въ ФОрмулЬ а— №р, или р (2-8) 


а 
принять за № число, которое было бы больше „ и наиближе 


ПОДХОДИЛО Eb 2 Такое число, при а положительномъ, очевид- 
но, мы получимъ, если, MBIA а на р, дробь частнаго зам нимъ 
единицею. Такъ наименьшїй отрицательный вычетъ числа 23 
по модулю 7 опредълитея формулою 23—17М, гд за N риа 
взять частное "= 84-7: Замфнивъ единицей дробь 5, бу- 
демь им®ть № = 4 и, по ФормулЪ 23 — 7. N, находимь, что 
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наимёнышй отрицательный вычеть числа 23 по модулю 7 есть 
28--1.4, или (—5). 

ОпредЗливиит наименьший положительный вычетъ и наимёнь- 
шій отрицательный, мы легко узнаемъ тоть пзь нихъ, ROTO- 
рый долженъ быть принятъ за обсолютно малый вычетъ. Но его 
также можно опредълить непосредственно, на основан Фор- 


‚мулы а — Np, или р (5-8) 7 Для этого стоитъ только BH- 


а 
брать значеніе N такъ, чтобы ны имЪло наименьшую Чи- 
сленную величину; такое значеніе V мы, очевидно, найдемъ, 
а 
опред®ляя частное > И откидывая въ HEMD дробную часть, 


1 
когда она меньше -,- 


2 
1. Е Би ji 6 K a 6 1 1 
ә ‚ рели же дрооная часть р не оольше 5 и не меньше: oT 
мы ее, по произволу, можемъ или откинуть или замънить едиви- 


@ т 
цею; въ томъ и другомъ случаЪ чиеленная величина, Ў — М óy- 


или замБняя ее единицею, если она боле 


1 р 
детъ равна „-· Tars, для опредЪлен!я обсолютно малаго вычета, 
23 по модулю 7, мы должны въ ФормулЪ 23--1. N принять за № 
88-15 478 2 
частное = 5+. отвинувии дробь 7° Это даетъ намъ 


Х--3, и, слЪдовательно, искомый обсолютно малый вычеть бу · 
деть 23 — 7,3 = 2, 

Напротивъ, при опредБленїй обсолютно малаго вычета 25 по 
модулю 7, мы возьмемъ въ формул 25 — 7. N за № частное 
“= 8--13 зам®нивъ единицею дробь 2 Это дасть намь 
Х--4, и для величины искомаго вычета найдемъ 25 —7.4=—3. 

Изъ сказаннаго нами слЪлуетъ, что, при опредфленш 0060- 


лютно малаго вычета по Формуль а — Np, мы за N принима- 
а 
емъ число, котораго в съ 5 будеть имЪть численную 


величину не orbe 5. А потому абсолютно малый вычеть 

числа а по модулю р, опредЪляясь формулою а — Np, или р. 
а ( 

(2-8 ) будетъ имЪтьчисленную величину,не превосходящую $ , 


$ 12. Раземотръвши числа, сравнимая съ @ по модулю р, об- 
ращаемся къ рЬшенїю сравненїя /2::0 (мод. р). 
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БН: ЛА 


Мы вид®%ли, что если этому еравненію удовлетворяеть а, то 
ему удовлетворяетъ и веякое число X, для котораго имћетъ 
мЪето сравненіе Xa (мод. р). Этихъ чисель безконечное MHO- 
жество: но већ OHH, сравнимыя съ однимъ и тЪмъ же числомъ 
а и, елБдоват., между собою по модулю р, принимаются за одно 
р®шенїе сравненїл /2:-0 (мод. р). По этому мы будемъ TOBO- 
рить, что сравненіе /2::0 (мод. р) numbers одно только phoe- 
Hie, если ему удовлетворяютъ только числа, для которыхъ V= 
а (мод. р); мы будемъ говоритъ, что сравнеше /х=0 (мод. р) 
иметь два рБшенія, если ему кромЪ чисель, опредъллемыхъ 
сравнешемь 

ж == a (мод. р), 


үдовлетворяютъ другія, получаемыя изъ еравненія 
x= dı (мод. р), 


TXB а неа, (мод. р). И вообще, мы будемъ говерить, что 
сравнене /2:20 (мод. р) numbers п рБшенїй, если ему удовле- 
творяютъ только числа, опредЪляемыя еравненіями 


LE, LEl, Фаз, -LEa (моб. р), 


IAB а, Q, а„...а„__, суть числа, не сравнимыя между собою цо 
модулю р. На основініп этого мы докажемь слїдүюшую TEO- 
рему: 


14. Теорема. Сравненіе ѓа 0 (мод. р) имъеть столько prute- 
най, сколько чисель въ ряду 0,1,2,....р—1 ему удовлетворяет», 
и если эти числа суть од, Ar, Ays- -y Any MO T=, LEA, TEA, 
..: TE Qn (мод. р) суть ръшеніл сравненія [2:0 (мод. р). 


Доказательство. Въ $ 10 видЪли, что, если оу, а, бү... n 
удовлетворяють сравненію f% == 0 (мод. р), то ему удовлетво- 
ряютъ и већ числа, опрелбляемыя еравненіями: 


LE, Ха», ЖЕ@з,.....: та, (мод. р). 


Но не трудно доказать, еъ одной стороны, что, кромЪ этихт, 
чиселъ, HTS ни одного удовлетворяющаго еравненію / = 
(мод. р), а еъ другой, что числа о, %,, 0,,....,х, не сравнимы 
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БОХ. юэ 


между собой по модулю р, откуда, по сказанному нами о числ 
р5шенїй сравнения /2::0 (мод. р), и будетъ сл$довать предло- 
женная теорема. 

Для доказательства перваго, предположимъ, что какое либо 
чиело A удовлетворяеть сравненю [2—0 (мод. р), не удовле- 
творяя ни одному изъ слфдующихъ: 


LE, LEA, 2==03,.:...: т==@„ (мод. p). 


Если А удовлетворяетъ сравненію fr 0 (мод. р); то, по 
$ 10, будетъ удовлетворять ему и велкое число, сравнимое съ 
нимъ по модулю р, а, елЪд., и наименьший положительный вычетъ 
его. Называя этотъ вычеть черезъ а, мы будемъ имЪть 


Ата, f (а)==0 (мод. р)........ (4) 


и а, какъ наименьший положптельный вычетъ А по модулю р, 
будетъ заключаться въ ряду 0, 1, 2,...р—1. Но если а заклю- 
чаетея въ этомъ ряду и удовлетворяетъ еравненію fxr=0 (мод. р), 
то а есть одно изъ чиселъ о, &,, Œy. An: ибо, по положенію, 
Ai, As, &.,.....б,, Суть единственныя числа ряда 0, 1, 2,...,9--1, 
удовлетворлющія сравненію /х—0 (мод, р). Но это невозмо- 
EHO: ибо, по (4), А удовлетворяетъ сравненїю 2-0 (мод. р), 
между тБмъ какъ, по положенію, оно не удовлетворяеть ни OJ- 
ному изъ сравненїй ` 


T=, -L= Az, T=, (MOO. р). 


Переходимъ теперь къ доказательству, что чиела Œ, &,.,...0е, 
не сравнимы между собою по модулю р. Для этого допуетимъ 
противное: пусть будетъ о, а, (мод. р). Изъ этого еравне- 
пія ёлбдуёть дБлимость х, —@, на р, что не возможно; ибо 
бү, а, числа положительныя и каждое изъ нихъ меньше р, 
велЪдетвіе чего разность ихъ будеть им®ть численную величину 
меньше р и, слБдовательно, не дълимую на р. 

Такъ убЪждаемея мы въ справедливости теоремы, нами 
предложенной. 

Чтобы показать приложенїе этой теоремы, возмемь сравне- 
не 22—2—1==0 (мод. 5). Внося сюда вмЪето 2 числа 0, 
1, 2, 3, 4, мы убЪждаемся, что только 2 удовлетворяеть раз- 
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МОИ, нь 


сматриваемому сравненію. Откуда заключается, что это ерав- 
nenie имБеть одно рьЬшенїе 2—2 (мод. 5). 

Такимъ же образомъ для сравненія 2°—3==0 (мод. 11) 
находимъ два ршен1я х—5, 22=6 (мод. 11); разематривая 
же еравненіе 2°2—11==0 (мод. 8) убБждаемея, что оно не 
и Бегъ ни одного рЪшенія. 


ГЛАВА П. 
0 сравненіи первой степени. 


$ 13. Общій видъ сравненій первой степени есть 
ах— 0—0 (мод. р), 


гд® а,б какія нибудь числа положительныя, или отрицательныя, и 
р—чЧиело положительное. Сравнения этаго вида предетавляютъ два 
случая существенно отличныя одинъ отъ другаго; ихъ мы раз- 
смотрпмъ отдФльно. Первый случай, это—когдя а и р числа OT- 
носительно другъ друга простыя; второй, —когда они имфютъ 
общаго множителя. Мы начнемъ съ перваго случая, при а ир про- 
стыхъ между собою, и докажемъ слЗдующую теорему: 


15. Теорема. Сравнеше а: —0=—0 (мод. р), при а простомъ 
сь р, имъеть вседа одно ръшене. 


Доказательство. Изъ доказаннаго нами въ параграфЬ 12 
о числ рБшеній сравневя /2::0 (мод. р) елбдуеть, что срав- 
nenie 12—60 (мод. р) имЪетъ столько рБшеній, сколько на- 
ходится въ ряду 0, 1, 2,....)—1 чисель, ему удовлетворяю- 
щихъ, или, что одно и тоже, сколько въ ряду а. 0—0, а. 1—0, 
а. 2—0, . . . .,а (р—1)—0 чиселъ, дБлящихея на р. Но какъ 
эти числа составляють ариеметическую прогресеію, которой 
разность есть а, число простое съ р по положению, число же 
членовь равно р: то, по 10-й теорем%, здЪеь будетъ одинъ члень, 
д®Ълящїйея на р. ОлЪд., въ ёдБланномь нами предположенїи срав- 
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uenje ах—6-—0 (мод. р) numbers одно рьВшенїе, что и сл®до- 
вало доказать. 

УбЪлившись такимь образомъ, что въ разсматриваемомт NA- 
ми случаЪ еравненіе ат —0==0 (мод. р) имЪетъ одно рЪше- 
ніе, мы покажемъ теперь, какъ найдется оно. Въ настоящее вре- 
мя извЬстно несколько способовъ рБшать сравненїе а2--0:8-0 
(мод. р). ЗамЪчательнфйше изъ нихъ мы предложимъ въ поел®д» 
ети, говоря о свойетвахъ чиселт, на которыхъ они основы- 
ваются. Babee же замфтимъ, что сравнеше а2—6=0 (мод. р) 
можетъ быть ршено по способу, предлагаемому въ АлгебрЪ 
для рЬшенїя неопредфленнаго уравненія ах—р2—6, отъ E0- 
тораго сравненіе а2— 0 (mod. р) отличается только знако- 
положеніемъ. Д.Бйетвительно, сравненіе ах—6==0 (мод. р) 
есть ничто иное, гакъ выраженіе дВлимостп az—b на р, что 


A ax—b 
можетъ быть представлено уравнешемъ —— — г, предпола- 


гая г произвольнымъ цфлымъ числомъ. Откуда для опредБленїа 
2 и 2 получаемъ уравненіе ax— р2— 6. 


Итакь рБшеніемъ уравнен1я а2— р2—6 опредћлятея зна- 
ченія т, удовлетворнющія еравненію ах—6==0 (мод. р). Эти 
значенія 7, KAES извфетно, выражаются такъ: 2--0--97р, TAB 
х олна изъ величинь 7, способная удовлетворить уравненію 
ах— 12—56; п число произвольное. По принятому нами знако- 
положенію, мы вмЪето того, чтобы писать х—а-нир, предпо- 
. латая п произвольнымъ числомь, можемъ написать 2-0 (мод. р) 
и въ этомь BIB мы будемъ всегда представлять рБшен16 срав- 
nenia ат-0 0 (мод. р). 

НапримЪръ, nuba для рЬ шения сравненіе 72 —3==0 (мод. 10), 
мы возмемъ уравнеше 72--102--3. Р%шая это уравнене, мы 
найдемъ для значешя 2 и г такія выраженія: 2--9--10 я, 
2—6-+7 n; откуда для ръшенія сравненія 7 7--3::0 (мод. 10) 
получаемъ . 

-—9 (мод. 10). 


“5 14. На основан теоремъ, доказанныхъ нами относитель- 
но сравнен вообще и въ особенности относительно сравненїй 
вида ах—6==0 (мод. р), могутъ быть доказаны BB любопыт- 


` 
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ныя теоремы относительно чиселъ, которыя послужать намь 
также для рБшенія сравненій первой степени. Этими-то свой- 
ствами чисель мы теперь и займемся. 


16. Теорема. Если р число простое и не дълить а, то 
P~ EEL (мод. р). 


Доказательство. Пусть будуть ¥, F3, ¥3, ۰ . . "к НАЙМӨНЬ- 
wje положительные вычеты чисель 10, 20, За,....... (2—1) в 
но модулю р; они будугь удовлетворять сравненїямь 


lar, 2а=т, З34::7з,н(Р--1) а=ғр__ (мод. р)........(5) 
Перемножая эти сравненія между собою, мы найдемь 
1. 2. 8...(р--1) аР ‘==, ғ, Үз. р—1 (мод. р)........... (6) 
Но нетрудно убЪдиться, что произведенія 
1228: jit 4(р-1) fi fars ..... Үу-а 


равны между собою. 

Для этого мы замВчаемь, что Р,,7,, 7, . . + .,7р_1, KAEB HAH- 
меньше положительные вычеты чиселъ la, 20, За.....(р—1) а 
по модулю р, могутъ имЪть только значенія | 


Притомъ ни одно изъ нихъ не можеть быть нулемъ; ибо въ 
противномь случаЪ сравнеше (6) предполагало бы д®лпмость 


ан (р—1) а—1. 


на р, между т®мъ какъ 1, 2, 3, -„р—1 и а числа простыя 
съ р. 
Итакъ, числа i, F3, Fg p—, МОГУТЬ имЪть только значенія 


HB аар, 


Но между числами Fi, Fy, ”уееөөөч/р-| не MORETE быть 
двухъ, имБюшихь одну и ту-же величину: ибо, предполагая 
"т" y — 6, мы, по (5), пмЪла бы 
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цагг ын 
те 0, ptb (мод, р), 


TAB ти р. два числа изъ ряда |, 2, 3,.....р-—-1, и ciba. Для 
сравненія az—b (мод. р) нашли бы два рЬшенія 


лт, TSR (моо. р), 
что не возможно. 
Отсюда елБдуетъ, что въ составъ ряда 


Тї, Та, Bye 


могуть входить только числа 


и каждое только по одному разу. 
Но такъ какъ въ рядахъ 


одинаковое число членовъ, то въ первый должны входить већ 
вторые; елд. эти ряды составлены изъ однихъ и тїхь-же YH- 
сель и притомь взятыхъ по одному разу; а потому произведе- 
Hie членовъ перваго ряда равно произведенію членовъ второго. 
Уб®%дяс въ этомъ, мы можемъ въ (6) замВнить произведене 
РРР. Произведеніемъ 1.2. 3....... (0—1). 

Такимъ образомь находимъ 


1.92.8.......(р—1) а” 1-1.2.8...../р--1) (мод. р). 


По члены этого сравпеніл могутъ быть сокращены на 2, 3, 
.... p—1; ибо Bc эти числа, будучи меньше р, будутъ отно: 
сительно его простыл. Выполнивъ же эти сокрашенїл, найдемъ 


а 1-1 (мод. р), 


что и елБдовало доказать. 

Tart, для р= 7, а--2, будеть 2' '—1 (мод. 7), въ спра- 
ведливости чего мы убЪждаемея, замЪтивъ, что 2° равно 64 и 
64 —1 (мод. Т). 

Әта теорема есть одна изъ замћчательнЪйшихъ въ Теорїй 
чисель и имБеть весьма важныя приложенія. Она открыта Pep- 
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EN. ECE 


матомъ; но предложена имъ была бевь доказательства. Первый, 
усифвший ее доказать, былъ Эйлерь, онь же даль слїдуюшую 
теорему болБе общую. 


17. Теорема. сли п означаеть, сколько чиселъ простыхь 
сь № и менышить N, и а число простое съ N, то а" 1 


(мод. N). 


Доказательство. Называя черезъ Л, , /Ү,,... , №, числа про- 
стыя съ № п менышя N, чрезъ r, ^,,..... ... , 7, наименыше 
положительные вычеты чиселъ аЖУ,, аМ,,..... „aN, по модулю 
N, имБемь 


а № т, аМ, EN g je» „a М, =r, (мод. N), 10441459 idee (7) 
что, по перемноженш, даеть 
М №..... А п.л (мод. М) ойы (8) x 


Но не трудно уб$дитьея, что произведения №, №,..............№,, 
ғғ. равны. 

Такь EARB /,.”......”, суть наименьше положительные ВЫ- 
четы чиселъ а№,, аМ.,,......а№, по модулю №, то они могутъ 
AMETS только значеніл. 


и изъ этих значеній для /,, Fos г.„.......,", Возможны ТОЛЬКО 
wb, которыя не имБють общаго множителя съ №; ибо еравне- 
те (8), котораго первая часть состойть изъ произведенія про- 
стыхъ чиселъ съ N, предполагаетъ, что Мих, #,, Fyn 
пе имћютъ общаго дфлителя. 
Отеюда елЪдуетъ, что дла уу, Voy Fe. ВОЗМОЖНЫ ТОЛЬКО 
значенія 
АА АМИ дыга Л 


т 


Притомъ между чиелами 7, F3, ,.....’, не можеть быть 
двухъ равныхъ между собою; ибо, при равенств® Fm =, = b, 


u 
мы, по (7), им®ли бы 


аш <Б, ат==Б (мод М), 


Чебышевъ. Творїя срави. 8 
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грЪ m, р. два какія нийудь числа изъ ряда 1, 2,...... 2—1, и 
слЪд. для сравненія ax == b (мод. №) мы нашли бы два рБше- 
нія, что не возможно. 

Отсюда елћдуетъ, что въ составь ряда 


71, 73, "Зэн ..... "n 


ВХОДЯТЬ одни лишь числа 


и каждое только по одному разу. Но какъ вь этихъ рядахь 
одинаковое число членовь, то въ первый должны взойти BCB 
числа втораго и елд. эти ряды составлены изъ однихъ и TXS 
же чиселъ, притомь взятыхъ по одному разу, а потому про- 
изведене чиселъ перваго ряда равно произведеню чиселъ 
втораго. 

УбЪдаясь въ этомъ, мы можемъ въ (8) произведеніе 7, Vy... 
an замфнить произведеніемъ №, М........№,. Такимъ образомъ Ha- 
ХОДИМЬ 

М,М......М,а!: М,М.......М, (мод. №). 


Но здБеь члены сравненїя могуть быть сокращены на общихъ 
множителей №, ,,......, №, ибо числа эти суть простыя еъ N. 
Выполнивъ же эти сокращенія, найдемъ 


a"=1 (мод. N), 


что и слБдовало доказать. 

Такъ, если №=20, а=3, то, по 12-й теорем®, для вели- 
чины 7, означающаго сколько простыхъ чисель съ 20 и мень- 
шихъ 20, находимь 8 и, по доказанной нами теорем®, будетъ 
85-51 (мод. 20). Въ справедливости этого еравненія мы уб%ж- 
даемся, ваходя, что 8"--6561 и 6561 = 1 (мод. 20). 


$ 15. На основаніи этихъ теоремь, не трудно найти pme- 
не еравненія ax—b == 0 (мод. р), ryb а по прежнему пред- 
полагаемъ простымъ съ р. 

Начнемъ съ частнаго случая—р простаго. Такъ какъ а, по 
положению, число простое съ р и р само по себ простое, то 
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— АЕ 


а не дЪлитея на р ($3) и, по теоремЪ 16-й, которую везд5 
впослЪ дети будемъ употреблять подъ пменемъ теоремы Pep- 
мата, будеть имЪть мЂето еравненіе a 1-1 (мод. р), что, 
по умноженш на 6, можетъ быгь такъ представлено 


a . Ва? — —В==0 (мод. р). 


Сличая же это сравненіе съ даннымъ для р®шенїя 02: — 
050 (мод. р), мы замЪчаемъ, что послЬднему удовлетворяетъ 
д ==00'—°; а потому рБшеніе его представится формулою 


аг::5а2--2 (мод. р). 


Такъ опредзляютея ръшенія сравненія 


ха—Б==0 (мод. р), 


при р простомъ и недћлящемъ а. 
Наприм%ръ, для рБшенія еравненія 32—8 == 0 (мод. 5) 
найдемъ 
x=8.35—? (мод. 5), 
или 
22-216 (мод. 5). 


Это рЪшене сравненія 327—8 == 0 (мод, 5) мы можемъ 
представить проще, замБнял 216 его напменьшимъ положитель- 
нымъ вычетомъ по модулю 5. Такь находимь 


2==1 (мод. 5) 


дла рьшенїя сравненя 32—-8 == 0 (мод. 5). 

Переходимъ теперь къ рБшеніямъ сравненїй, которыхь MO- 
дуль число составное. Пусть дано будетъ сравнеше а2—0 == 0 
(мод. №), TAB N какое нибудь число, число же а, пакъ пред- 
полагали, простое съ №. По теоремЪ Эйлера (теорема 17), мы 
будемъ им®ть 

а%=1 (мод. №), 


означая черезъ я, сколько чисель меньшихъ N и простыхъ съ №. 

Это сравнене, по умноженіи на b, можетъ быть тавь пред- 
ставлено 3 j 
a.b а"—16=0 (мод: №). 
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Сличая это сравнеше съ даннымъ для рБшени а7----0 
(мод. №), находимъ, что ему удовлетворяетъ 


ж=Ба"— 1 (мод. №). 


Что касается до значенія n, опредБляющаго сколько чиселт, 
простыхъ съ № п меньшихъ М, то, по 12-й теоремЪ, мы его 
легво найдемъ. На основаи этой теоремы мы находимь, что 
п равно 


если № разложешемъ на простые множители приводится къ 
о" В" ~ү?............Такимъ образомъ мы убЪждаемея, что вообще 
 рВшенїе еравненїя 

ат--Б--0 (тод. а" В"ү?......), 


TXB а, В, Y,...... различныя простыя числа, опредїляетен Crh- 
дующею формулою 


2 в у‘ тт (мод. о" 8"үр....) 


Тавь, для рБшенія сравненїя 222—7 == 0 (mod. 15), гдЬ 
15--3.5, находимъ и 


ЖЕЗЛ 335578 775077 (лод. 15), 


ИЛИ 
2896 (мод. 15). 


Замняя же здВеь 896 его наименьшимъ положительнымъ BN- 
четомъ по модулю 15, мы это сравненіе предетавимъ такъ 


z11 (мод. 15). 


Этимъ мы оканчиваемъ изелВдованія сравнений первой сте- 
пени, въ которыхь модуль и коеффиціентъ неизвЪстнаго суть 
числа относительно другъ друга проетыя и переходимъ къ TO- 
му случаю, когда эти числа имБють общаго множителя. 


$ 16. По свойству еравненій, показанному нами въ $ 10, 
сравнене ах= (мод. р) невозможно, если а пр имЪютъ 06- 
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щаго множителя, который не лБлить 0. Откуда слБдуетъ TA- 


кая теорема: 
18. Теорема Сравнеме ал--д 0 (мод. р) не имъеть pr- 
шенія, если общій множитель а и р не лить b 
Tarp убфждаемея, что еравненія 20%—7=0 (мод. 15) 
65—5==0 (мод. 9) не пмфютъ рБшенія. 
Обращаемся теперь къ еравненіямъ видаагт--д 0 (мод. р), 
когда обще множители а и р дБлятъ b Для этихъ ‚сравнений 


докажетсл слБдующая теорема: 


19. Теорема. Ели аир импють общимь наибольшимь дњ- 
лителемь dad дълить b, то сравненіе ax —b=0 (мод. р) имъеть 
d ръшеній, которыя моирть быть такъ представлены: 2-0, 


E O ОЙ ИШЕ, ам! S 
Tat p SUT LEa р (мод. р), 10» а есть число 
. а f 
<Å и не < 0, удовлетворяющее сравнению: -2— 0 (мод. 2) 
Доказательство. Еели d есть общій наибольшій дЗлитель 
чисель аи р и на него дЪлитея b, то сравненіе И 


ax—b=: 0 (мод. р), 
по сокращении его членовъ и модуля на 0, будеть 

ДОРИ, В 

arag O ооду), 
р 

гдв +? $, т Числа цфлыя; притомъ, какъ нетрудно убВдитьея, 
числа, T Е будутъ простыя относительно другъ друга: ибо въ 
противномъ случаЪ d пе было бы общимъ наибольшимъ д®ли- 
телемъ а и р. Но при 0 простыхъ между собою, какъ ви- 


дБли, сравнеше 


а ЖИ р\ 
12—90 (мод) 


амЪеть всегда рвшенїе, которое по прїемамь, показаннымъ Ha- 
ми, легко найдется. Пусть же будетъ & число, заключающееся 
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И. Warszawsklogo 


О | эж 


въ ряду 0, 1, 2,....,7--1 и удовлетворяющее сравненію 


че =0 (xod. р). 


веБ числа, удовлетворяющія этому аль, найдутся H35 CIb- 
дуюшаго ` 
x= а (мод. 
gy! 


Эти же числа будугь удовлетворять и еравненію 


ах—0 == 0 (мод. р), 
которое отъ 


а 5 р 
4 5— 4 20 (xo2. ) 


отличается только множителемъ A, общимъ модулю и членамь 
сравненія. 
Итакъ, веБ числа, удовлетворяюция сравненію 


ax—b=0 (мод. р), 


эн р 
2--4 СЭ! 


На основаши этого, не трудно показать, сколько вь ряду 


опред®ллютея такъ 


чисель, удовлетворяюшихь еравненію ах—Ь==0 (M00. р), чБмъ 
и опредЬлитея число рЁБшенїй этого сравненїя. Для этаго мы 
находимь общую Формулу чиселъ, удовлетворяющихъ сравненію 


4-0 (хо. Э 


По сказанному нами въ $ 11, находимъ, что Формула, опре- 
дБляющая эти числа, есть 


х-06-М 2. 


Но эта формула, гд, какъ видфли, а не < Он < 5 — даетъ 
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45:00: -2 


для ж значенїя, не выходящія изъ предЪловъ 0 ир--1 только 
при №=0, —1, —2.......- - (4—2), —@ — 1), поэтому въ 


ряду 0, 1, 2..........0—1 числа, удовлетворяющая сравненю 


o mod.) и ел®д. сравненїю ах—5==, (мод. р), суть 


Д ДЭН (4—10 
а, тет а-- а’ ағ 4 I essee A 1 2 


А такъ какь ихь числомь 0, то, но 14-й теорем5, еравненіе 
ат--9-0 (мод. р) имЂетъ d рБшеній, которыя суть: 
р Яр 28-20 


та, да+, SUT yen DO r (мод. p), 


откуда и слћдуетъ предложенная теорема. 

Такъ, сравненїе 152—9==0 (мод. 12), въ которомъ коез- 
Фиціентъ ж и модуль имћютъ общимъ наибольшимъ дълителемъ 
3 и члень, не содержащій v, дВлитея на 3, имћетъ три рБше- 
нія. Чтобы найти ихъ, мы сокращаемъ въ данномъ сравненіи 
члены и модуль на 3; такимъ образомъ получаемъ сравнене 


50—30 (мод. 4). 


На основанш сказаннаго нами въ предыщемъ параграФ%, 
мы находимъ, что рБшеніе его есть 


2 9-4 
яав ЛИЙ (мод. 4), 
22-15 (мод. 4). 


Замфняя зд®сь 15 его наименьшимъ положительнымъ BEITE - 
TOM по модулю 4, находимъ 


2:58 (мод. 4). 
Отеюда для рБшенія предложеннаго сравненія получаемъ 


2-58, 0-1, ДЕ (мод. 19). 
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ГЛАВА Ш. 


O сравненіяхъ высшихъ степеней вообще. 


$ 17. Въ этой статьЪ мы ограничимся раземотрЪніемъ срав- 
ненїй съ простыми модулями. Поэтому общ BHAS еравненій, 
которыми будемъ заниматьея, представится такъ 


Ал"--В:?-414-4С29-24-...4-Нї--8-20 (мод. р). 


rab р простое число, 4, В, С,......... Н, S garia нибудь числа. 
Прежде Bub приступимъ къ изслфдованю nxp рьВшенїй, 3a- 
METAM, что въ нихъ коеффидіентъ высшей степени = можетъ 
быть едфланъ единицею. Въ самомъ дьлТ, въ сравненїй 


Аат Ват 14-0024... Hes (мод. р). 


можетъ быть откинутъ всякій членъ, котораго коефФиціентъ 
дълитея на р. Такъ, если С дЪлится на р, то, по нашему зна- 
коположенію, будетъ 

J=0 (мод. р), 


что по умноженїи на 2777 даеть 
Сх®— = о (мод, р). 
Вычитая же это еравненїе пзъ 
Ахт-- Вхт—1--От— 24... .4- Нх+-5=0 (мод. р), 


мы освободимъ послБднее отъ члена Ох"—?, Тоже можеть 
быть сдЪлано со всякимъ другимъ членомъ, если коёеФФИШенть 
его дЗлится на р. Предположимъ теперь, что сравненіе 


Ахт--Вт—1--Схт—?2+.... + Их5=0 мод. р) 


освобождено отъ членовъ, которыхъ коёФФицїенты дЪфлатся на 
р, и Ах" есть членъ еъ высшею степенью 7. Въ этомъ слу- 
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125, БЕ гы, 


uab А, не будучи кратнымъ р, будетъ простое относительно 
его; а потому найдется число а, для котораго будеть 


Ав —1=0 (мод. р). 
Умножая это сравнене поелћђдовательно на 


Вхт—1, (2-2, Hx, S, найдемъ 
АВохт—1— Вхт— 1—0 (мод. р). 
А(ахт— ?—CrM— 20, 


.....).4................. 


АНа@ах—Нх 0, 
ASa— sS =0. 


Эти сравнения, HO сложенін съ разематривлемымъ нами 


Алт-- Вот 14 Ст +. ,4Нх--6-0 (мод. р), 
даютт, 


Аж" АВохт-—1-- А Гат +... АНас-+ Аба 0 (мод. р). 


Но такъ какъ 4 число простое съ р, то это сравненіе мо- 
жетъ быть сокращено на Á; въ слЪдетве чего оно приведется 
къ слБЬдующему 


хт-- Вахт 14 Сахт—>-+....... —=Нал--ба=0 (мод. р), 


TXB коеФФиціентъ высшей степени 2 есть 1, что и елЪдовало 
ед®лать. | 

Такъ, для преобразован! я сравненія 242--32-41Т::40 (мод. 11) 
въ другое, въ которомъ бы коёФФиШенть высшей степени 
2 быль равенъ единиц, мы должны найти число о, для BOTO- 
paro 2®—1 == 0 (мод. 11). Гакое число есть 6. ПоелЪ того мы 
къ данному еравненію должны приложить елБдующія: 


2.8.62—32==0 (мод. 11), 
2.7.6 —7==0. 


К] 


Сложивши эти сравненія съ 224-32 --7= Ре (мод. 11) и cab- 
лавъ приведеніе, находимъ 


2:3--2.8.6--4-2.6.7--0 (мод. 11); 


откуда, по сокращеніи на 2, получаемъ сравнене 
214181442 0 (мод. 11), 
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гдЬ коеффиціентъ высшей степени 2 есть 1. 


$ 18. Относительно еравнен!й высшихъ степеней докажется 
слъдующая теорема: 


20. Теорема. При р простомъ, сравненіе 
aM Вхт—14+-Схт—2+-.....-4- Нх-- 50 (мод. р) 


не можемь имьть болљє т ртшеній. 


Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы за- 
мБчаемь, что, по $ 13-му, она справедлива для M=] т. е. для 
сравнешїй первой степени. Чтобы доказать справедливость ея 
для всякой другой степени, докажемъ, что она должна быть 
справедлива для сравненій степени M, если справедлива она, 
для сравненій степени 220—1. 

Чтобы убЪдитьея въ этомъ, мы допустимъ противное; допу- 
стимъ, что сравнене 


M+ Вт 14-Охт—>+.....- Наб 0 (мод. р) 
иметь боле m рЬшенїй, между тЬмъ какь сравнене такого 
же вида степени 0—92 orbe ”--1 рБшенїй имБть не можеть, 
и докажемъ несообразность этого. 
Мы видЪли, что число рБшеній всякаго сравненія съ MOXY- 
лемъ р опредБляется числомь чиселъ въ ряду 
0,1,3,..-.,Р--1, | 
удовлетворяющихь еравненію. Поэтому еравненіе 
а!йл-Ва!!-14-Сий-24-.....44124-67-:0 (мод. р) 
можеть имЪть болБе m рБшеній только въ TOMB случаъ, когда 
ему удовлетворяеть 72-41 чисель изь ряда 


Пусть эти числа будуть 


а, 01,032, --.-эйд. 


Возмемь одно изъ нихь, порина, а, и разностію 2 — а 
будемъ дЪлить 
ахї!ч-Ва -14-Ол-2-6......4-Нх-4-5, 


частное, очевидно, будеть вида 
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за ИМЖ, ы 


ahi Bigh -2-4-0,2/й”-13-4-,...... +Hiz+ s; 


въ остаткЪ будеть нъкоторое число R. Приравнивая дБлимое 
произведенію дЪлителя на частное, сложенному съ остаткомь, 


найдемъ 
"4 Ват 14 Ст ?-+........ +.На+-5— 
(х—а) (4ї-14-В,а.-2--0,а ”-3-4-..,4411,2-4-5:)4-В. 


Въ слВдетые чего сравненіе 
ат Ват 14-00 24-....4- Иж 5-0 (мод. р) 
представится такъ 


(2--а) (хт—1--Вхт— О хт—3+-...--Н\х-5)-В=О (мод. р). 


ДЪлая здћеь 2--0, ryb а, по положенію, есть одно изъ чи- 
селъ, удовлетворяющихъ разематриваемому нами сравненію, 
найдемъ 

Е=0 (мод. р); 
вычитан же это сравненіе изъ предыдущаго, получаемъ 


(т--аДай-14-В,а”-2-4-0,а-3-14-......1,2-4-6,)-0 (мод. р).................(9) 


Воть къ какому виду приводится разематриваемое нами 
сравненіе. 
Посмотримь теперь, могутъ ли удовлетворить BCB ему m1 


чиселъ 
: а, 0,05, . >. бт, 
если сравнен1е 


а-41-4-48,28/”-2440, хт—3-+.......... --11,24-8,--0 (мод. р), 


степени 7—1, не им®етъ болБе m—1 рБшеній. Если это срав · 
menje не имБеть borbe m—1 рБшеній, то веб m Чисель 


4 
й,01,---» ә 


взятыя нами изъ ряда 0, 1, 2,....,р —1, не могуть ему удов- 
летворять. Пусть будеть а, то число, которое ему не удовле- 
творлетъ, въ этомъ случа 
аүт-14-В,а1( 24-0," 84-.....4-Н, а +1, 

не будучи сравнимо съ нулемъ по модулю р, представить чи- 
сло, недЪлящееся нар, и елд. простое ‘съ р: ибо р число само 
пе себЪ простое. То-же имћетъ мъсто относительно разности 
аг--а ибо чнела а, и а, будучи не болће р--1 и не мене 0, 
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ав: => 


въ разности не могугь дать число, дълящееся нар, Итакъ 


числа 
ал —а, а" iB a 24 Иа т 354 ....... 4-8,0:4-Н, 


проетыя относительно р, CHEA. простое чиело относительно р 
и произведене ихь 
(а —а)(а "7+ Ва," Н, а" 84 ..... 4-5, +H); 
ГА 
откуда, въ противноеть допущенному HAMU, ёлБдуеть, что L= 
а, не удовлетворяетъ сравненію (9). СлЪд. сдћланное нами 40- 
пущевіе невозможно, что и елъдовало доказать. 


На оенованін этой теоремы можно доказать елћдующую бо- 
лЪе общую: 


21. Теорема. Если вэ сравнеми 
Ах" + Ват —1-- бе —24-....-- Нх--5=0 (мод. р) 


не ecm ‘коеффииденты дълятся на р, то оно болтьё т poue- 
ній имњть не может». А 


Доказательство. Мы видЪли въ f 17, что въ сравненін 
Аа" Вет—1--Схт—2-+.....- Не+5=0 (мод. р) 
могуть.быть опущены већ члены, которыхъ коёФФишенты Mb- 
лятея на р. Такимъ опущеніемъ членовъ сравненїе 


А2" Ват 14- Сат 24... 1104-6 220 (мод. р) 


приведетея къ тождеству 
i 0—0 (мод. р), 
если BC коёФФишенты А, В, С,.... Н, 5 суть кратные р. Въ 


приведегся къ другому, котораго коёФФишенты не будуть д5- 
литься на р. ДЪлая въ этомъ сравненш, по 17, коёФФишенть 
высшей степени равнымъ единицв, мы, по предыдущей Teo- 
ремЪ, заключимь, что оно не имћетъ болће рБшеній, чЪмъ на- 
ходится единицъ въ показателЪ его степени; а CBI. не nmb- 
етъ болће m рвшеній: ибо, очевидно, сравненіе, получаемое изъ 
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— М6 Син 


Алт Ват бт... 4-4-8 = 0 (мод. р) 


опущешемъ какихъ бы то нибыло членовъ, не можетъ быть 
степени болЂе m, откуда и елБдуетъ предложенная нами TEO- 
рема. 


$ 19. На основанш этой теоремы могуть быть доказаны 
многїя любопытныя свойства чиселъ. 
Такъ можно доказать елђдующую теорему: 


22. Теорема, Коеффишенты всъжь степеней 2 въ разложе- 
нїш выраженя 
(2—1) (2—2) (2--8)....(2-ор--1) (-22027:1-61) 


дљлятся на р, если р число простое. 


Доказательство. Выражение 
(2-4) (1—2) (2--8).... (2—р—1) 
обращается въ нуль, при 2 = 1, 2, 3,..., р — 1. Caba. већ эти 
величины £ удовлетворлють сравненію 
(2—1) (2—2) (2—8) ..... (2—р—1) = 0 (мод. р). 
По теоремВ же Фермата эти числа удовлетворяютъ сравненю 
0107—4—1 —0 (мод. р). 
Вычитая это еравненіе изъ предыдущаго, мы находимъ та- 
гое сравненіе | 
(2—1) (0—2) (2—8).... (2: —р-1)—27— 44-1 = 0 (мод. р), 
которому также будутъ удовлетворять числа 1, 2, 3,..., р—1, 
ибо оно получено изъ еравненій, которым? чиела 1, 2, 9... 
р—1 удовлетворяютъ. Если же сравненю 
(2—1) (2—9) (2—3). ...(2--р-41)-29::1--1 =0 (мод. р) 


удовлетворяютъ числа 1, 2, 3,.... р — 1. то оно иметь р—1 
рВшенїй 


2-01,25:5:2, t= 8, ..., £ = p—1 (мод. р). 


А это, по предыдущей теорем%, не пначе можеть им®%ть M$- 
сто, KAKS при дфлимости на р всЪхъ коерфишентовь въ срав- 
нени 


(2-1) (2—2) (1—3). ..(2---1)-209-1441:50 (мод. р); 
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— 4 — 


ибо это сравнене, какъ не трудно зам®тить, степени р — 2: 
откуда и слЬдуетъ предложенная нами теорема. 
Посмотримъ теперь, къ какимь сравненямъ приводить насъ 
эта теорема. Для этого мы замЗчаемъ, что выражение 
(2-4) (2—9) (2—8)... (8--р--1)--29-1-1, 

по выполненїи умноженій и приведени членовь, будеть 

-(14-24:84-.2...4-р-01)29-22441.24-1.84-8.84-....)29-13-- 

(1.8.84-2.3.44-....)49-444-....44-41/7:113.8....(р-1)--1: 


ел®дов., по доказанной нами теорем%, числа 


(-1у-11328.....(р-4)-1 


будутъ кратныя р, что, по нашему знавоположенію, предета- 
витея такими сравненїями 


1+2-4-84- .... +р—1-=0 (мод. р), 
1.24-1.84-2.84- .... = 0, 
1.2.3-+2.3.4-+...... == 0, 


ооо фо ооо ео оа оа 


(—1)2—11.8.3....(р—1)4+-1==0. 


Borb сравпенїя, которыя будуть нмъть м5сто для всякаго 
простого числа р. Такъ, для р=5 будетъ 


14-24-84-4::0 (мод. 5), 
1.244-1.844-1.44-8.84-2.4-8.4::0, 
1.8.84-2.3.44-1.2.44-1.8.4-:0, 

1.2.8.44-1==0. 
Особенно замБчательно здћеь сравненіе 
(—1)2— 11.9.3 ....(р—1)4-1=0 (мод. р), 
которое приводить HACE къ слЗдующей теорем, извЪетной 
подъ названіемъ теоремы Вильсона. 


23. Теорема. Если р число простое, то 1.2.3.... (р—1)+ 
1==0 (мод. р). 
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—— ИИ цэр 


Доказательство. Число р можетъ быть или 2 или orbe 2; 
въ послфднемъ елучаъ оно, какь простое, будеть всегда He- 
четное. Но еравненіе 


(—1)2—11.2.8.... (p—1)1=0 (мод. р), 


справедливое для всякаго простаго числа р, при р нечетномъ, 


ҳаетъ 
1.2.8....(р--1)+1:=0 (мод. р). 


Это же еравненіе имЪетъ м$ето и при р=2; ибо для этой 
величины р оно приводится къ слБдующему: 
14-1 ==0 (мод. 2), 
что справедливо. Tars убЪждаемея въ предложенной нами 
теорем%. 


Не трудно доказать, что вообще если M ЧИСЛЬ dag... 
Um, которыя меньше р и не мен%е 0, удовлетворяютъ сравненію 


Аат + Ват 00—24. ...4204-М 0 (мод. р); 


< 


— А(и-наз-наз+....+а»„)==В (мод. р), 
| А(ал Qata aztatat... ) 222 С, 


Я 
- 


(-1)9-114(а444....Фр--1 йг ..:. yt... 0= І,‏ کے 
Да,азаз ....а„=М.‏ ®)1—( 


Въ самомъ дл, числа а,,4,,а,, ... Am обращаютъ въ нуль 


выраженіе 
А(2—ал) (Ф--аа) (2—0)... .(2—а,,). 


СлЪд. эти числа удовлетворяють еравненію 
A(x—aı) (Ф--аг)....(2--,)-0 (мод. р). 


Но т же числа, по положенію, удовлетворяютъ ёравненію 


Дат Ват 4-С 24... . +Тх--МЕЕ0 (мод. р), 
а потому удовлетворяютъ они и сравненію 


А(х—а1) (Ф--аг) (2—а)....(2—а,,) 
—Ат— Вхт—1—От—?—.... —Тх— МЕ (мод. р), 


получаемому въ разности предыдущихъ сравненій. Но если это- 
му еравненію удовлетворяютъ M чиселъ O, а, а,,...., а, ВЗЯ- 
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жин -- 
тыхъ намь пзъ ряда 0, 1, 2, 3,...,р — 1, то оно имћетъ m 
рЪшеній; степени же его меньше M; ибо въ выраженїи 


А(2— ar) (46--а») (2—аз)....(2—а,,) 
— ХАа!,--БВаї-41--( -2--...,,.-12-М 


члень съ X” сокращается. Велъдетвіе этого, по 21-й теорем%, 
мы заключаемъ, что въ сравнении 


А(к--ал) (т--аа) (2--05)....(4--0д) 
Ахт" — Вт ——Олт—:—.... —[л—МЕЕО (мод. р) 


коеффищенты всфхъ степеней ж дфлятея на р. Но въ этомъ 


сравненін коеёФФишенты ж" 12” *...., 2, 2° суть 
—А(а-наз-наз-. инь. а„)— В, 
A(t а2-назаз-назаз-н:........... )--0. 
(—1)"—1 А (ана... ати + а .... ат...) — І, 
(=A Аа. за: .......... а„— М. 


—А(и-на»-наз-...... на„)—В=0 (мод. р), 
А‹(а, 02:-4-010:-4-03054-.....-. )- бе 0, 4 
(-1)9-1А(а1а:....Фд-ачн йг ....бдоЁ-..... )—LÆ0, 
(-1) Далазаз ...... а„—М=0; 


откуда и выходать еравненіл 


—А(а. нана... а) В (мод. р), 
4(всүаг-4-010:5-4-050:4-....)-0, 
(—1)”#—!‹Д(ахаз....а„—(--аза5....а„4-....)=1, 
(—1)® Аиа i en e ат М, 
которыя имфли въ виду доказать. 
Тавь, изъ сравненія 


214-25 х—4 =0 (мод. 11), 
которому удовлетворять числа 1, 3, 5, мы найдемь 


— (1484-5) 2= 2 (мод. 11), 
1. 84-1. 5-83. 5 = 1, 
‚— 1.8.5 = — 4. 
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Жэ 2ЖГ эн 


$ 20. Мы доказали, что сравнене 
а?"--Ва! -14-0297--24-,...4-Ни4-0:50 (мод. р) 


не можетъ имБть болће m рЪшеній. Теперь посмотримъ, при 
какихъ условіяхъ это сравненіе имћетъ не membe m рБшеній. 
При этомъ мы будемъ всегда предполагать m не orbe р—1. 
Покажемъ же предварительно, что сравненїе 

2" Ват 14-00724... а-аа М0 (мод. р) 


можетъ быть всегда приведено къ этому виду. 


20. Теорема. Если р число простое, то сравненіе 
ат--Ваї--14-Сиїй”-2--....4Ї124-М-50 (мод. р) 
можеть быть замњнено сравненемь степени р—1 


А,2Р-43-4-В,2Р-24-0,297-34-,,..4-Гл24-М,:50 (мод. р), 


10% полиномь А27 1+ В,27—° + О,27——° 4 ..... + Le М, 
есть остаток от» дњленія 
gP BMm—i ym... +-Г04-8 
на 2° — 2. “Дүр 
Доказательство. ДЪлимъ полиномъ Е 
а. Ваи 1401—24... ,... 4-12:4-8 
. * 
на 2? — 2; частное и оетатокъ будугь Функціи цфлыя съ W- 
лыми коефФиціентами; притомъ, степень остатка будеть мень- 
ше степени дБлителя 2’ — 2; слВд. не болће р —1. Пусть же 


частное этого дЪлен1я будеть Øx и 
А,а?-1448,20-2-4 С,аУФ-3-4-.... --1л42-4-8, 
остатокъ; приравнивая дФлимое произведенію д®лителя на 
частное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ 
49--Ваї-41-44029-24-,...... +Lr+ M= 
Фада? — xr) А00 tB xP 2-0, 29-0434 .... +Lix+ M, РУ .(10) 
На основанш этого уравненія не трудно убЪФдиться, что 
сравненіе | 
2% Ват 14- Сат 2+... . +Lx+M=0 (мод. р) 
тождественно еравненію 
4,02-314-В, 27-224-0лү2-- 84-.... --Т424-М, =0 (мод. р). ` $ 


Чебышевъ. Teopia сравн. 4 
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| 
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ЗГ — 


Въ самомь дл, выраженіе z? — х при всЪхъ значеніяхъ 
л будеть еравнимо съ 0 по модулю р; ибо оно, очевидно, д®- 
литея на р при 2 кратномъ р, а, при = недълящемся на р, 
будетъ 2"1 — 1= 0 (m00. р) по теорем Фермата. Изъ это- 
то видно, что, при веЪхъ значенїяхь X, будеть сравнимо съ 
нулемъ произведеше Фх (2? — x). 

Поэтому, не измБняя сравненїя 


24 Вот 14-0071 24... .. +104 М==0(мод. р), 


мы можемъ вычесть изъ первой части его Фх (27—21), велБД- 
ствіе чего оно представится такъ 


rm -Вит-14420-24-,,../4Л/043М-- (27-):-0 (мод. р), 


а это, по (10), приводитея къ слбдуюшему 


А, 27-41448,27-2440, 9-34- EE ТМ, -0 (мод. р), 


что и требовалоеь доказать. 

На этомъ основаши мы зэключаемъ, что степени сравненїя 
съ модулемъ 2 можетъ быть понижена до 1, съ модулемъ 9 
до 2, съ модулемь 5 ДО 4, ит. д. · 

Тавь, umba сравненіе 2°-н 2° — 1 =0 (мод. 3), мы степень 
его можемъ понизить до 2-хъ. Для этого ищемъ остатокъ оть 
дБленія 2° + 2° — 1 на 2—2. Такъ какъ этотъ остатокъ есть 
£? -+ 2 — 1, то разсматриваемое нами еравненіе зам®нитея 


такимъ 
224--12-41-20 (мод. 3). 


$ 2. Показавши, какимъ образомъ степень еравненїя съ мо- 
дулемь р можеть быть понижена до р—1, приетупимъ теперь 
къ опредЂленію условй, при которыхъ сравненіе 


4 Ват 44-007 24... Г-М = 0 (мод. р) 


имЂетъ m рЬшеній, ryb m не болђе р—1. Мы здЪеь предпо- 
лагаемъ коеффиціентъ высшей степени V равнымъ единиц; 
ибо REHIN, что это можетъ быть сдЪлано во веякомь еравненіи. 

Боть теоремы, по которымъ мы всегда узнаемъ, пмЂетъ ли 
данное сравненіе столько рБшегїй, сколько въ ногазатель его 
степени находптея единицъ, или HÈTS. 
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25. Теорема. Если сравиен/е 
2" Ват" 4-С 24: {Г-М = 0 (мод. р) 


имњетъ т ртшеній, то въ остаткњ отъ дњленія a — 2 на 
2" + Ват"! а От +... Læ М ecm коеффицаенты 
дълятся на р. 


Доказательство. Пусть бүдеть Ех частное отъ дЪфленя 
27—20 на 2 -Ра-314-02й-24-2,.,.4-12--М,-и Dr 
остатокъ отъ этого д®ленїя. Приравнивая дфлимое произведе- 
нію дїлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ 


а7--т--Еї(0"--В28-1400227-024-.,...--124М)4Фх, 


откуда выходить 


47--БЕк (29--Ваї -140(20-024-...-4124М)--0шт...(11) 


Возьмемъ теперь еравненіе 
х—х- Ет(хт-- рт 14-0 *-.... -12-44М):50 (мод. р) 
п докажемъ, что въ сдВланныхь нами предположеніяхъ это 
сравнене имћетъ не memke m рБшенїй. Это слЗдуетъ изъ того, 


что, при ве®хъ величинахъ 2, выраженіе 2-2, какъ видЪли 
въ $ 20, сравнимо съ 0 по модулю р; выраженіе же 


Ра(ат Ват 1400—24... 12+ М) 
станозитея еравнимымъ съ 0 по модулю р при већхъ числахь, 
үдовлетворлющихъ сравиенио 
ат Ват 14-02 7—24... . Га М = 0 (мод. р); 
это же сравненіе пм®етъ m ръшеній, по положенію. 
Итакъ, еравненіе 
а7-а-Ра (9 --Вий-31-4--24-.2.,.441244М):0 


пм%стъ по грайней mpk т рфшенй. Но оно, по (11), приво- 


ДИТСЯ къ 
Фа = 0 (мод. р), 


котораго степень меньше m: ибо Ör означаеть у насъ 
остатокь отъ дБленія 27--2 на 


am Вт 0201—24... +104 М. 
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УбЬдясь такимъ образомъ съ одной стороны, что сравненіе 
Фә == 0 (мод. р) 
имфетъ по крайней м5рЬ m рБшенїй, а съ другой, что оно 
степени ниже M, мы, по теорем 20-0й, заключаемъ, что въ 
Dx BCB коеФФишенты суть числа кратныя р, въ чемъ и заклю- 
чаетея предложенная нами теорема. 
Докажемъ теперь обратную этой теорему. 


26. Теорема. Если остаток» от» дълешя £? — x на 2" =+ 
Ва" Ото +... Гс М имъеть ecw коеффишенты 


кратные р, то сравненіе 


хт--Взт—1--Схт—*+....+Тд-+- М=0 (мод. р) 


umemo т ръшенй. 


_ Доказательство. Пусть будуть Ех и Øx частное и octa- 
токъ отъ brenia 2? — 2 на 
ат-Ваї-44-20887-24-,,..4124-М, 

остатовь Dz, по положеню, будетъ имЪть ве% коеффищенты 
кратные р, поэтому для всякой величины 2 будеть 

Фх=0 (мод. р);....... PERA E i) 
частное же Fz будетъ цфлая Функція такого вида: 

29-409.:4-В, д-09-414-......., 

Приравнивая д%лимое произведенію д®лителя на частное, 

сложенному съ остаткомъ, вайдемъ 
29--2--Еж(299--Ваїт-144248”-24-..,.4412:44М)4-Фх, 

откуда 

27-2-0Фт-БЕкх(29--Ваї-14029-24-....-44124-М). 

Но такъ какъ, по (12) и по сказанному нами выше относи- 
тельно 2’—х, выраженіе 22 — x — Dr сравнимо съ нулемъ по 
модулю р для всБхь чисель 0, 1, 2......р— 1; то већ эти числа 
будутъ удовлетворять еравненію 

Ра(а"--. Ват —14-007— 24... 4 Гал) = 0 (мод. р); 
ибо первая часть его, по выведенному нами сейчась уравне- 
нію, тождественна разности 2”--2- Dr, 
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а 


Итакъ, Bch чиела 0, 1, 2,..... р — 1 удовлетворяють срав- 


ненію 
Р(х" Ват 14-00724... Гаа М) == 0 (мод. р). 


Но этому сравненію никакое число не можетъ удовлетво- 

рять, не удовлетворяя ни одному изъ сравненій 
Ех 0, 2" Ват 44-00724, ... +Гт- М = 0 (мод. р). 

Въ самомь BIB, если эти еравненія не удовлетворяются 
при x = а, то Fa и а" + Ва"-1--Са"-2-..-1Їа--М 
суть числа, не дЪлящіяся на р, а потому и простыя съ Р, ибо 
р число само простое. Но если Fa и 


а---Во!-1-4-Сайг-24-..,.41алнл-М 
суть числа простыя съ р, то и произведеніе ихь 
Ео(а"-4- Ват — 4-00": 2+... . 4-а М) 
число простое съ р и елЪд. сравнене | 
Е хт-- Ват 14-02024... Г-М): 0 (мод. р) 
при 2 = о не удовлетворяетея. 


Итакь, каждое изъ р чисель 0, 1, 2,.....,р — 1 будеть удов- 
летворять по крайней мЪрЪ одному изъ сравненїй 


Fr =0,  "--Виаї”-14-С 0 -24-....4412--М--0 (мод. р), 

а потому, если назовемъ черезъ л и я’, сколько чиселъ въ ряду 
0, 1, 2,....., 7 — 1 удовлетворяетъ сравненію /'2==0 (мод. р) и 
гї!-Виї.-14-Си: -24-4124М--0 (мод. р); 
то сумма п--л будеть не менБе р. Притомъ, числа п, n, озна- 


чая, сколько чиселъ въ ряду 0, 1, 2......, ф—1 удовлетворяютъ 
сравненіямъ 


Ба = 0, аййч-Ваї!-14-С2)-24-,,...4124-М-00 (мод. р), 


будутъ равны числу рВшенїй этихъ сравненій; CBX, по теоре- 
мБ 20-й, число и не orbe т, а п—не болће р—т; ибо BA- 
дли, Ёл есть функція такого вида 2’ "+B aml... 
Итакь, числа n, n', опредвлющія число рЪшеній сравненій 


Ех — 0, хт-- Ва 14-0201" —24- .... +PEx+M= 0 (мод. р), 
будутъ удовлетворять условіямъ 


nN => р, п=<р—т, п == < т. 
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Первыя два условія, по исключенїй N, даютъ п = > та 
это, въ совокупности съ условіемъ и = < т, обнаруживаютъ 
равенство м =. Откуда и слЬдуетъ предложенная теорема. 

На основаши поел$днихъ двухъ теоремъ мы узнаемъ всегда, 
иметь ли данное еравневіе столько р®шенїй, сколько въ ро- 
казателЪ его степени содержится единяцъ. Для этого мы, сдБ- 
лавъ предварительно коеФФишенть высшей степени 2 въ MAH- 
номь еравненін равнымъ единиц по способу, показанному 
въ $ 17, и называя черезъ р модуль его, дълимъ 2 —-% на 
первую часть сравненія. Если остатокъ, получаемый при TOMB 
дЪлени, имБеть BCE коёФФИШеНТЫ кратные р, то, по лослфд- 
ней теорем, мы заключимъ, что данное срӣвненіе имћетъ 
столько. рВшеній, сколько въ показателЪ его степени содержит- 
ся единицъ. Въ противномъ же елучаЪ, по теорем предпо- 
слЬдней, мы заключимъ, что сравнеше не пмћетъ столько 
р» шений. 

Напр. чтобы узнать, имБеть ли сравненіе 


08—22——92 = 0 (мод. 5) 


три рБшенія, или НЬТЬ, мы ДАЛИМЬ 2° — на 23 — 2° — 24. 
Тавь какъ остатокъ этого дБленія есть 52°—52, гдћ оба коеф- 
Фиціента дЪлатся на 5, то мы заключаемъ, что разематривае- 
' мое нами сравнене имфетъ три рЪшенія. | 
Напротивь, дЪля 2° — 2 на x + 2° — 9 и находя въ остат- 
EB 22—822, rab коеффишенты не дЪлятся на 5, заключаемњ, 


что еравненіе 
23--22-2-50 (мод. 5) 


иметь менфе трехь рБшеній. 


ГЛАВА IV 
0 сравненіяхъ второй степени. 


$ 22. Общій видъ сравненй второй степени есть 
, а224-02+-с = 0 (мод. р). 


Это еравненіе приводится къ еравненіямъ первой степени въ 
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ме РНЕ 


двухь случаяхъ. Во первыхъ, когда р--2. Въ этомъ ёлуча®,. 


по 20-й теоремЪ, степень сравнен!я 
ах?--0х4-е =Q (мод. р) 

MORETE быть понижена до 1. Во вторыхъ, сравненїе 
ax фене 0 (мод. р) 


приводитея къ первой степени, когда а длится на р; ибо въ 
этомъ случа будемъ имфть 


a= 0 (мод. р), 
что, по умноженїй на 2°, даетт 


аа? = 0 (мод. р); 


вычитая же это сравнене изъ 4L? + by + с==0 (мод. р), най- 


демъ 02-4-0:50 (мод. р). 

Итакъ, въ случа р = 2 или а кратнаго р, сравненіе 4%’ 
02:4-0::0 (мод. р) приводится къ сравненїю первой степени, 
которое рБшить мы Yu Bemus. Обращаемся теперь къ случаю р 
не = 2 и а, не дБлящагося на р, и, для упрощенія нашихь 
изысканий, ограничимся сначала елучаемъ р простаго. Мы Te- 
перь покажемъ, къ чему приводится въ этомъ олуча5 рьЬше- 
mie сравненїа 


аг24-024-0--0 (мод. р). 


Такь какь р предполагаемъ числомъ. простымъ, отличнымъ 
отъ 2, и а не дВлящимся на р, то 4а будеть чиело простое 
съ р; а потому, какь не трудно уб®дитьея, еравненіе az’ 
02:4-0::50 (мод. р) будеть тождественно такому 4@ (027-402-- 
с)==0 (мод. р). Въ самомь дВлф, первое сравнепіе предпола- 
гаетъ второе: ибо, не нарушая еравненія, мы можемь члены 
его умножить на всякое число; обратно, второе предполагаеть 
первое: ибо оно получается изъ втораго сокращенемъ общаго 
множителя 4а,—сокращенемъ позволительнымъ, потому что 44 
число простое съ р. Но сравненїо 44(425--024-0):50 (мод. р) 
можеть быть написано такъ 


(2424-0) —024-4ас — 0 (мод, p). 
Откуда выводимь 
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2° == b?—4ac (мод. р), 
предполагая 
= 22-40. 


Изъ этого мы видимъ, что рБшеніе сравненія 
ат? + brce 0 (мод. р) 
` приводится къ рїшенїю сравненїя 
z? = 02—4ас (мод. р) 
и опредЂленію х по уравненію 


2ax = 2. 


Но что касается ло опредВленїя 27 по уравненію 202-0 = 2, 
‚ когда рЬшенемь еравненія 2° =? — 4ас (мод. р) найдено г, 
то оно сводится на рБшеніе сравненія первой степени. Въ ca- 
момь ABB, рБшеніе сравненія 22 == 0° — 4ас (мод. р), по за- 
мЪченному нами вообще о рБшеніи еравненій fr = 0 (мод. р), 
ryb f/x цфлая функція x съ цђлымя коеффищентами, предета- 
вится однимъ или нЪеколькими сравненіями вида 


2--0 (мод. р). 
Велдствіе чего, для опредфленія неизвћетнаго 2, связан- 
наго съ 2 уравненіемъ 202-0 = 2, будемъ имЪть 
2424-0, а (мод. р). 
Это сравненіе, какъ первой степени, мы рБшать умћемъ; за- 
мЪтимъ также, что оно, въ сдфланныхъ нами предиоложенїяхь, 
будетъ всегда имфть одно рБшеніе: ибо здВеь 2а и р будутъ 


числа относительно другъ друга простыя. 
Итакъ, вся трудность рБшенія сравнен!я 


а224-02-4-с = 0 (мод. р) 
заключается въ рЬшенін сравненїя 
z? = 6*—4ас (мод. р); 


әтимъ сравнешемь мы теперь и займемся. Мы его будетъ пи- 


сать такъ p 
2° = 9 (мод. р), 


‚ полагая, для сокращенія, 6°—4ас = q. 
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Разематривая сравнене 
22-20 (мод. р), 


мы замЪчаемъ, что оно, при 4—0 (мод. р), будеть удовлетво- 
рятьея предположеніемъ 2 = 0 (мод. р). Не трудно также уб5- 
дитьея, что въ этомъ случав 2—0 (мод. р) есть единственное 
рЬшеніе еравненія 2—0 (мод. р). Въ самомь дЪлЬ, если q 
сравнимо съ нулемь по модулю р, то сравнеше 220 (мод. р) 
выражаеть дБлимость г? на р. Но р, будучи числомъ npo- 
стымъ. не “можегь дЪфлиться па квадрать какого либо числа; 
слЪд., по 6-ой теорем, дЪлимость 2° на р предполагаеть д5- 
лимость 2 на р, а это выражается сравненіемъ 


2 = 0 (мод. р). 


Итакъ, если 4 сравнимо съ нулемъ по модулю р, то еравне- 
Hie 2—0 (мод. р) имфетъ одно только р5шенїе 2==0 (мод. р). 

Переходимъ теперь къ случаю у нееравнимаго съ нулемъ 
по модулю р; въ этомъ случаЪ, относительно рВшенїй сравне- 
нія 2—4 (мод. р), будеть ambre место елђдующая теорема: 


21. теорема. Если q не сравнимо съ нулемь по модулю р, 
то сравненіе 2—9 (мод. р) или вовсе не имъеть ръшешя, или 
имъеть uxo два. 


Доказательство. Мы видЪли, что вообще сравнеше /2 == 0 
(мод. р) имфетъ столько рьшенй, сколько чиселъ въ ряду 
0, 1, 2,.... р — 1 ему удовлетворяетъ. На освованіи этого, не 
трудно доказать, что еравненіе 22-00 (мод. р), при q не==0 
(мод. р), не можеть имЪфть одно только ршене. Въ самомь 
дфлЪ, пусть будетт а то число, которое въ ряду 0,1, 2,..., р—1 
удовлетворяетъ сравнев1ю 2*-=4 (мод. р). Число а не можеть 
быть нулемъ: ибо, дБлая въ сравненш 2° = q (мод. р) число 2 
равнымъ нулю, находимъ 0—0 (мод. р), что противно положе- 
нію. Итакъ а будетъ однимъ изъ чиселъ 1, 2,..., 2—1. 

Но не трудно убфдиться, что если а удовлетворяетъ ерав- 
ненію 22-24 (мод. р), то р— а будетъ также удовлетворять 
ему: ибо (р--0), какъ равное рр’ — 2ар -+ a, сравнимо съ а? 
по модулю р. СлЪдовательно, р — а будетъ опредълять второе 
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БООВ = 


рЪшеніе еравненія 2° == q (мод. р), если число р — а заклю- 
чается въ ряду : 


и отлично OTB а. Но первое слБдуеть изь того, что а не бо- 
ke р я не membe 1: второе же небходимо должно имЪть мБето, 
потому что, въ противномъ случаЪ, было бир--а--а, и елђд. 
2а = р, что невозможно, ибо р число простое отличнее отъ 2, 
а потому четнымь быгь не можеть. 

Итакъ, если въ ряду найдегел одно число, удовлетворяющее 
сравненію == (мод, р), то найдется и другое, ему удовлетво- 
рающее. СлЪд. это. сравненіе не можеть им®%ть одно только 
рБшеніе. Но эго сравненіе, будучи второй степени, не можеть 
имЪть также болБе двухь рВшенїй, елћдовательне, оно должно 
имфть или два рЪшенія, или не одного, что и слБдовало дока- 
зать. 


$ 23. Мы займемея теперь изелВдовашемъ признаковь, по 
которымъ можно узнать, имБеть ли сравнене 22-50 (мод. р), 
тд предполагаемъ q не == 0 (мод. р), два рьшеня, или ни од- 
ного. 

На основаши теоремъ, доказанныхъ нами въ $ 21, не труд- 
но узнать, Merb ли данное еравненіе 2° = q (nod. р) два pÈ- 
menis, или HÈTS. Для этого, мы должны} найти остатокъ, полу- 
чаемый при дфлен1и 2’—г на 2°--(. Чтобы найти этогь OCTA- 
токъ, мы дБлимое 22—г представляемъ такъ 


аа Ў мт 2-1 
ب وا‎ ИН 
авч N нм. 
и замЬБчаемь, что (22) 2 —q > banarea на 2—9. СлЬд. 
при дфлен1и этого выраженїя на 2’—9, остатокъ будеть 
р—1 


1-1 


Отсюда, по теорем 26-й, мы заключаемъ, что еравненіе 22-7 
р—1 


(мод. р) имЪетъ два рБшепія, еелид 2 — 1 дЬлитея на р, 
или, что одно и тоже, по нашему знакоположенію, если имфетъ 
м®сто еравневіе 


www.rcin.org.pl 


реф 

9:2 == Е (мод. р), 

р—1 
Если же это сравнеше не удовлетворяется и CBA. д 23 — 1 


не д®латея на р, то, по теоремЂ 25-й, заключимъ, что сравне- 
nie 220 (мод. р) не нмЂетъ двухъ рБшеній, а потому оно не 
можеть имЬть и одного рьЬшенїя, ибо, по теоремЪ 27-й, это 
сравненіе или им®етъ два рБшенія, или не имђетъ ни одного. 
Итакъ, еравненіе 2° == д (мод. р) numbers два рЬшенія, или не 
имБеть ни одного, смотря по тому, будетъ ли сравнеше, 
р—1 


Иа E О 


имЬть мето, или не будетъ. Въ первомъ случаЪ, мы будемъ 
говорить, что сравненіе 2? = (мод. р) возможно; во второмъ, 
— что оно невозможно. 

Припомнимъ здЪеь, что все это выведено нами въ предпо- 
ложенш, что р число простое, отличное отъ 2, а 4 какое HA- 
будь число положительное, или отрицательное, не дЪлящееся 
на р. 

Такъ, чтобы узнать, имћетъ ли еравненіе 22 == 3 (мод. 5) 

5—1 
рБшенія или ньть, мы возводимъ 3 въ степень 2 ‚или 2. Ha- 
ходя, что 3° не сравнимо съ 1 по модулю 5, мы заключаемь, 
что сравненіе 22::3 (мод. 5) не имЪеть рБшенія, другими ело- 
вами, это еравнене невозможно. 

Напротивъ, мы убфждаемся, что еравненіе 2? == 2 (мод. 7) 

7—1 
имђеть рБшенія, находя что 2 2 =8 и 8 еравнимо съ 1 по 
модулю T. 


$ 24. Если р и q не велики, то не трудно узвать, удовле- 
А Умар м ценой че 
творяетея ли `еравненіе д 2 ==] (мод. р), или ubro. Но это cra- 
новитея весьма труднымъ, когда р и q большія числа. Мы no- 
2—1 
кажемъ теперь, какпмъ образомь, не вычислял значенія q2 2, 
« р-1 


можно рЬшить, удовлетворяется ли еравненіе 4 3 ==1(м00.р) 
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или HÈTS и чрезъ то узнать, имћетъ ли рВшенїя еравненіе 
25-24 (мод. р), или н%тъ. Съ этою ц%лїю мы докажемъ теперь, 


что, если 4 не дЪлитея на р и р число простое, отличное отъ 2, 
р-1 


KAES мы и предполагали, то число Q ° удовлетворлеть BCe- 
гда одному изъ двухт, сраввеній 


р-1 р—1 
7 2 1, 7 20о2---41 (мод. р). 


Въ самомь д®л%Ъ, если ни одно этихъ еравненій не удовле- 
Р: р-1 


творяется, то ни число q 2 — 1, ни Числ0од 2 + 1 не gb- 


лится на р, и сл®д. оба они простыя съ р, ибо р само по себЪ 
—1 0—1 

‘простое чиело. Но, если оба числа РИ 1: “Жо 1 суть 
0-1 р—1 

простыя съ р, то и произведеніе изъ (4 2 — 1) (q4 2 + 1), 

или 9’ —1 число простое съ р; а это несправедливо: ибо, 

по теорем Фермата, разность gq" 7 '— 1 дблится ва р. Итакъ, 


одно изъ двухъ сравненій 


р—1 р—1 


УЕ TR = — 1 (мод. р) 
необходимо должно удовлетвориться. Съ другой стороны, не 
трудно убфдиться, что оба эти еравненія въ одно время не мо - 
гуть имЬть мћета; ибо, допустивши ихь, мы находимъ 1=— 1 
(мод. р), откуда 2 == 0 (мод. р), что не возможно; ибо р. пред- 
полагаемое отличнымъ OTB 2, дЪлить 2 не может». 

Изъ сказаннаго нами слбдуеть, что возможность удовлетво- 
рить еравненію 22-20 (мод. р) опредїляетея знакомъ, съ KO- 
торымъ сравненіе 

в 
4 * =! (жод. р) 
удовлетворяется. Если оно удовлетворяется CH, то сравненїе 
2° == (мод. р) имћетъ р®шенїя, п въ этомъ случаЪ число 4 
называютъ квадратичнымь өне чиела р: въ противномъ 
42 
случаЪ, если сравненіе тое 1 (мод. р) удовлетворяетея съ 
знакомъ —,сравненіе г?==у (мод. р) не имБеть рБшенія, и число 
4 называють неквадратичнымљь вычетом» числа р. Ќром% того для 
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ТЭМ | чой 


сокращенія письма, вмБето того, чтобы писать р и 4 удовле- 
р-1 

творяютъ сравненїю у 2 ==1 (Mod. р), [что, какь BHAIN, есть 

признакъ возможности сравненія 2°==9 (мод. р)| согласились 


писать 
G) 
p ? 
кт! 


въ противномъ же случа%, если у 2 ==—1 (mod. р), пишуть 


@— 


По этому знакоположенію, ( 4) будетъ означать 1 съ TMS 
изъ двухъ знаковъ +, съ которымъ она удовлетворяетъ срав- 


р 
ненію q 2 =! (mod. р), и, CHBA., значеше этого символа, 
р-1-74 
вполнЬ будетъ опредВлено сравненїемъ у ° ( 2) (мод. р) и 


үсловіемъ, что численная величина (5) есть 1. 


р—1 


Такъ, мы нашли, что сравненіе q 2 ==1 (мод. р) удовлетво- 
ряется при д=2, р=Т. ОлЪд., по нашему знакоположенію, будеть 


(=: 


5-4 


= 


Напротивь, мы видфли, что 3 2 по модулю 5 сравнимо съ 
— 1; елд. 
(я! 
Б 


Такимъ образомъ, изъ (©) — 1 мы завлючаемъ объ возмож- 
ности рБшить еравненїе 27-22 (мод. 7), и число 2 называемъ 
квадратичнымъ вычетомъ 7. Напротивь,изь равенетва( =)= — 1 
заключимъ, что сравненіе 22-53 (мод. 5) не имбеть рЪшенія, 


и, елЪдовательно, 3 будетъ неквадратичный вычетъ 5. 


$ 25. Показавши значеше спивола( 2 ) мы приступимъ Te- 
7 
перь къ раскрытїю его свойствъ. Для этого мы докажемь CIÈ- 
дуюшїя теоремы: 


28. Теорема. Беличина символа (5) есть 1, а символа 
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вой. -- 


-4 


(=) есть (—1 үз 


Доказательство. Мы видЪфли, что символь (2) удовлетво- 


2—1 
ряетъ еравненію q ° == 2) (мод. р). 


ДЪлая здЪеь поелфдовательно 4 = 1 U q = — 1, ваходимъ 


р-1 


iz (2) (=19/ (= (=) (мод. р), 


шш. 1-(1)-0(-075-(2)-00669, 


23 1 —1 
Тәкъ какъ численная величина значеній символовь CF 


p 
есть 1, то разности 1 — ( 5) са) + a ( =}, при неразенетв®Ъ 
А BA al БЭ 
(=) съ 1, = ) съ (—1) ° ,приведутея или къ 2, или къ 


— 2; но ни 2, ни — 2 несравнимо съ 0 по модулю р: ибо 


р отлично отъ двухъ. Caba., нельзя допустить неравенства ` 
24 - 
1 ларе: аа. 
р) °Ъ iy (=) съ (—1) ° | откуда и єл®дуетъ предложен- 


ная нами теорема. 
| 1 
На основаніи этой теоремы, мы заключаемъ, что (5) = 1, 


(9) (60) 
29. Теорема. Если О есть троизведеніе чисель 0,9, -- - Qn, 
mo Е) В) 


Доказательство. Символы ($) ($), (=) ا‎ (4), кагь 
р р р р 


видзли, удовлетворяють сравненїлмъ 


t) (L з (4 
аа Ф (8) > =(2) . л = (*) (мод. р) 
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 Г-с‏ د 


Перемножая BCh эти сравненія, кром% перваго, между Co- 
бою, находимъ 


р-1 р—1 р-1 


те ть Л =) (на 


или что ОЛНО и тоже, 
pril i 


[qi g.. а] E (8) а“) =A ( Э (мод: р), 


Но, по положенію, произведене 4, 9,....4» равно ©; велъд- 
стве чего предыдущее сравненіе представится такъ 


A 0—1 


27 w (28)... (2) (мод. р). 


pi 
Ho мы вид$ли, что Q ` 21 2) (мод. p). 
Это ерғвненіе, BMBCTE еъ предыдущимъ, даеть 


(ФЕ (L(t)... (31 (мод. р), | 
или (8)-(2) (8) ATEN 3. урах 1, ГЕ 


р 
Но такъ какъ чиеленная величина символовъ 


е 


есть 1, то разность выраженій ( е) п af 9) Л, ЖЕЛ, (58) 
въ елучаъ неравенства ихь, приведется или + 2, или — 2. Но 


ни въ TOMB, ни въ другомъ случа предыдущее сравнене не 
можеть имъть мЪета: ибо р число отличное отъ 2. Итакъ, нельзя 


допустить неравенства величинъ (£) (8: (8) АЛ (2); 
откуда и ёлбдуеть предложенная нами теорема. 


На основан этой теоремы, опред'Блене символа (2 ) при @ | 


составномъ, сводится на опредћленіе символовь 


( 3 (31 ОО ( 8) 


гү ХОР ӨГӨӨ qn проетыя чиела, составляющія Q. Тякь, желая 
15 80 
опред лить (7) (тот) найдемъ что 
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$= (89-01) (ти 


‚ На основаніи этой же теоремы, мы заключаемь о такомъ 


равенствЪ \ $ 
(5975 


Чтобы вывести это изъ доказанной нами теоремы, стоитъ 


принять числа Qi; 05,------- ‚ n за равныя q. Въ этомь случаЪ 
уравненіе 
2)-(9) Э те ۵ 
© ЖА G (- 
намь дасть 
(9) СААХ 
р рі? 


число же ©, равное произведен 4, 7, ... 9, Приведетея къ 4”. 
Тавь найдемъ, что 


(9)-(5)-(57.09-00:-07 
Въ частномъ случа, при n = 2, изъ уравненія 
(57-03 
(97-57) 
ду 


Но будеть ли ( Р / равно -- 1, пли — 1, всегда квадрать 


(=: 


Это свойство символа ($) можетъ служить къ значитель- 


нымъ упрощеніямъ при опредъленіи ихъ величинъ. По доказан- 
ной нами теоремЪ, мы имЂемъ 


б) 


внеся же сюда значеніе (13 изъ продыдушаго уравненія, на- 


")-0 


На основан этого равенства, мы заключаемь, что, при опре- 


ВЫВОДИМЪ 


‘ero будеть 1; ел®д. 


ходимъ 
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و = 


Q 


д®Ъленїи величины символа ($) мы можемъ исключать изъ Q 
всякій множитель, составляющий точный квадрать, 
47 АКМ . (5 
Tars опредЂленіе ( т) сводится на опредЪлене (5) опре- 


дЪленіе ( 5) — на опредфленіе (2) 


Прежде чЪмъ пойдти далБе, замътимъ, что, на основаніи до- 


казанныхъ нами теоремъ относительно символа (2) значеніе 


(5) по (2) опредБляется уравнешемь 


2—1 
= ыы ( 4 
( р (770 рі 
Въ самомь BB, на основаніи посл$дней теоремы, разема- 
 тривая (— 4), какъ произведеніе (— 1) и 4, находимъ 


D-O. 
р р р 
куда, внеся значеніе (=) по 28-й теорем, им%емъ 
р-1 
GA- T) 

что H слїдовало доказать. Такь, находимъ 

5-1 1-1 
GHETO Ae Ta 

30. Vaabina Если q и q, сравнимы по модулю p, то 


(e) 


Доказательство. По положенію, числа у и 9, сравнимы по 
модулю р. По изъ еравненія 4 == q, (мод. р), 
: 4 —1 
по возведении обЪихъ частей его въ степень Е: имђемъ 


- 


Чебышевъ. Теорїя сравн. ә 
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q == 4, 9 (мод. р). 


Символы же (5) (8) удовлетворяютъ сравненіямъ 


9 аз 9 
Пете» 
ВелБдствіе чего предыдущее еравневіе даетъ 


О» 


рее 
ua hg al r == 0. р). 
€ ВИР 

Но такъ какь численная величина (4) И (=) есть 1, то nep- 
вая часть этого сраввеня, въ случаъ неравенства зна%нїй 
Ө (Е) ‘будетъ + 2, или— 2, что невозможно: ибо р OT- 
лично OTS 2. Олфд., оба эти символа должны имЪть одну вели- 


чину, что и єл®довало доказать. 


(2) ==) E3) 
Такъ находимь,Что(-|-1(---1-1--5--| 


р—1 
а 2 


или 


7 i 7 
На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что символь (2) 


т . 
равень (=), если > есть остатокъ отъ дфлешя у на р: ибо, 


какь замЪтили въ $ 8, остатокь еравнимъ съ дълимымъ, когда 
за модуль принять дЪлитель. Такимъ 0бразомь, замфняя въ 


символћ (=) число д остаткомъ отъ д®ленїя 4 на р, мы вмъсто 


(2) будемъ имфть 22) ГДВ r< у. 


$ 26. Bors теоремы, которыя послужатъ намъ для того, 
чтобы опредЂленіе какого либо символа (8) привести къ опре- 


дЪленію символовъ вида (©), гдЪ 9 число положительное, про- 


стое и меньше р. Что же касается до опредїїленїя символа ( ру» 


когда 4 число положительное, простое и мень пе р, то оно бу- 
детъ основываться на елъдующихъ теоремахъ: 
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- 67 — 


31. Теорема. Если мы созласимся изображать наибольшее 
цњлое число, заключающееся въ данномь количествњ, знакомь Е 
(entier), поставленнымь передъ нимъ, то значеніе (8) опредъ- 


aumea ‘уравненемь 


Доказательство. Нетрудно убЪдиться, что, при р нечетномъ 
п а положительномъ, можно найти положительное число 2, KO- 


39 удовлетворить условію 


торое, будучи меньше 
2а 
z=(—1) 
24 Ё 2 
Въ самомъ д®л®, если Ет число четное, то это сравненіе 
принимаетъ такой видъ 
23 a (мод. р). 


2а ; 
Но въ этомъ елучаЪ ЗЕ, будеть число цфлое; а потому 


20: : 
а— Е будетъ число BIO, удовлетворяющее еравненію 


2 —а (мод. р). 


Әто же число, которое можетъ быть предетавлено такъ 


р (2a 2а) А 
2 б ~E, | 
р 


будеть количествомъ положительнымъ и меньшимъ РЕ ибо, по 


: „2а 2а 20 
значенію Ет разность >, -E должна быть не менфе 0 и 
меньше 1. 
20 
Обращаемся теперь къ тому случаю, когда Ет число НӨ чет- 


2 : 
ное. Если Е, число нечетное, то сравненіе (13) принимаеть 
такой видъ = == — (мод. р). 


2а 
1+ Е 
Но въ этомъ случа — gz веть число п®лое; а потому пре- 


дыдущему сравненію удовлетворимь, полагая 
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“ынча та 


2а 
а-Үр(14-88 —а, 


а это чиело, которое иначе представитея такъ 


р 2а 2а} 
2 Є = 
очевидно, положительное и небольше Ë = ибо, какъ зам®чено 
выше, разность 2“ — Е, не выходитъ изъ предђловъ 0 и 1. 
Уб дившись такимъ образомъ въ возможности всегда удов- 


летворить условіямъ 


2а 
®— 


z= (—1) Ра (мод. р), 2 не <0и < 


назовемъ черезъ 21, 2,,....2...] Числа, удовлетворяющія имъ 
2 


: 20р-1 
въ предположеніяхъ d=, 0--20,...-,0--7-5-04. Эти числа бу- 
дуть удовлетворят сравненіямъ 
4 —1 
є?% Ч Е 9 


= 
Р Р P= q(uo0.0),..(14) 


р 
а= —1) ! 9,2—(—1) бурж, дүн! 
7 


которыя, по перемноженш, дают” 


ЛТЗ 2 5 
142 р-1- 
9 


— 


ый и 
Е.Е Е. Е а. Ея r 


(--4) 2797 Р 18.23: ч (мод. р).....(15). 
Но не трудно убъдиться, что произведенїе 2,2 ...2„—1 равно 
2 
произведению 1 .2........ Ёоо Для этого мы замъчаемъ, что числа 
2, 2-52] будучи меньше л и не меньше 0, могуть имЪть 
үз 
только значенія 0, 1, 2... 


Потомъ мы замчаемъ, что ни одно изъ нихь не можетъ быть 
нулемъ: ибо въ противномъ случаЪ предыдущее сравненіе 
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е. 09: сэ 


11 
предполагало бы дфлимость 1. 2...... Р на р; между TEMP какь 


2 
ыў 
1./9,41 числа простыя съ р. Итакь, числа 21, 2...2] 
9 
могуть равняться только числамъ 
2—1 
1, 2, ..... ЖҮЙӨ. 
Также не трудно показать, что въ ряду Zy, 2,,...:.. ا‎ 
9 


нфть двухь чиселъ равныхъ. Въ самомъ дЪл%, если мы допу- 
стимъ, что здЂеь Zm и 2, равны, TXB m H p какія нибудь два 
числа, содержащіяся въ ряду 1,2,. пуч то amba, по (14), 
в" 23 
369) тд, 2 == (—1) ва (мод. р), 


мы бы нашли 


24 2 
Е qm ا‎ 


(41). Рта (0) 8 ра 00; р). 


Но это сравненіе, по сокращен!и на 4, число простое съ р, 
даетъ | 
29т 2 
тй pa 


р Q 


(—1) (мод. р), 


что, очевидно, невозможно: ибо оно предполагаегь дЪлимость 
разности i 


m= (—1) 


2q 2 
(=1) m—(—1) p 
на р; а эта разность приводится къ одному изъ четырехъ: 


mp, — (04-р), т — p, — (т— в), 


и такъ какъ числа M, р. взяты нами изъ ряда 1,2, ......, 21 


и не равны между собою, то сумма ихъ меньше р, а разность 
не равна нулю; CIb. ни то, ни другое не дБлитсял на р. 
Тавь убъждаемся мы, что въ составъ ряда 2ү, дэх. 2 p1 
2 
могутъ входить только числа 
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цээл АВ”... 


р—1 

2 
и каждое только по одному разу. Но такъ какъ эти ряды за- 
ключаютъ одинаковое число членовъ, то въ составъ перваго взой- 
дуть веБ числа втораго. СлЗдов., рады 


118; Ns, 


21) Cgc 2 Ив 
к 
р--1 
а от ру 


составлены изъ однихъ и т®хъ же чиселъ и притомь взятыхъ 
по одному разу; а потому произведеніе членовъ перваго ряда 
равно произведенію членовъ втораго. 


УбЂдясь въ этомъ, мы можемъ замЪкить въ (15) 2,2,...... 2р1 
2 
числомъ 1.2..... РЕ, поелъ чего (15), будучи сокращено на 
9 0—1 
DA чо числа простыя съ р, даетъ 
—1 2 4 —1 
а Е Е +... DP 4 
EA NL | (мод. р). 
Умножая же 005 части этого сравнения на 
24 41 (р—1)9 
Е? Е ААС E р 


40 2-00) 
Е- о TYE і ас 
2 | р + Р + E p 5 
даеть 1, находимь 
2 40 841 Ar 
Ер ЕЕ м! зе -+ 4 ИЙ 
(—1) =0 (мод. р). 


Но, по свойству символа (4 ), мы имЗемъ 


=) 
4 =-\р/ (мод. р). 


Это же сравненіе BMBCTE еъ предыдушемь даеть 


2 —1 
Ер ЕЛА Е ТЕ к Е 19 


(т) р Pi чо (жод. р); 
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хэ ст, а 


откуда мы заключаемъ о равенетвБ 


д A (р—1) 
—Е—+.... 
гуа уе + + Е р 4, 


р 


ибо, въ противномъ случаЪ, первая часть этого сравнения при-. 
велась бы къ 2, или — 2, что съ нулемъ не сравнимо по моду- 
лю р, отличному отъ 2. Такъ убъждаемся мы въ справедливо- 
сти предложенной нами теоремы. 

На основанйи этой теоремы, мы можемъ опредЗлить значе- 


. 2—1 
ше (2), не возводя 0 въ степень ЕТЫ 


2м Такь, для опредВленія 


величины (1) Находимь 
9,5 АЕ Об ЭГ 
5 Eir 1075 70518008. 
11755 С 
ЗамВчаля, что 


2.5 10 8.5 40 
IR SEIT O IT 

4.5 20 10.5 50 
A Ж ПИЛ 


و کو 
р Ер 2 01-2-3- 4 = 10,‏ 


мы изъ предыдущаго уравненія выводимъ 


(7) =(=) t =1. 
Выведенное нами уравнеше для опредБленїя (3) справед- 


ливо при всякомъ числЬ у. Но не трудно вывести изъ него 
увавненіе боле простое, которое будетъ служить для опред%- · 


ленїя (= ) при а нечетномъ. Для этого, въ уравненін 
2 4 
? ЕЕ. Е 
( )- Че, А ЕЗ 0727 | 
р 
полагаемъ @ = } (4 = p), гдЪ а, подобно р, число нечетное; 
это даетъ намъ 


ap ЕАН 


(2) — Ет ла TD OR 4 „Ада Гн 
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ыра с. 


Умноживь 0655 части этого уравненін на (2) находимъ 


р—1 № 
шал ЭРЭ алс АМЕА 
(Е * ИИС 
р р АР | 
1 
Но, по теорем® 29-й, пропзведен1е (5) ш) равно 
49р) или (55?) а это, по теорем% 30, равно (=). Berba- 
нау" ЖА р 
ствіе чего, изъ предыдущаго уравненія выводимъ 
| -14(Р-1 
90-42 517 9 
а 2 ЕС СЭЭР, а 
(е ? 
р р 
Но 
ap a a 
= р (— =1-= Е 
Š ( r 1)--1-- р 
2а+-2р (2 ) 2а 
=——==]}2(— 2 = ts: 
5 Е\ + 8-1) 
р—1 р—1 рі pl 
ORA Ni E j en pi p2. 
p E р хийн ТЕЙ та ЖЕ ным р 
Сл®довательно, 
| =. 
| — За 2 
| а 2 Е + TAF + Го . 
| e ‚т 
| р р 
| И +1 
| А такъ какь сумма прогресеїи 1 + 2 + .......... +t 
| $ фы 
| равна шэн то изъ этого уравненія выходитъ 
| 2 
| ә 4 Е— + Е + + Е 
j a $ Л R н С У 
| (23-09 (1) 8 8’ Р УКТ (16) 
| ДЪлая въ этомъ уравненіи а = 1, и замъчая, что 
| р—1 
| 1 gl 2 ка" 
| (2) = в, к, у Кез рг =Q, 


Находимь 
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Жу БЕ 
а 
10» °, 
что, для опредфлен!я величины (2) даеть 


р—1 


@-с» ® 


2 
Внеся отеюда величину (5) ВЪ (16), находимь 


2 1(0--1 
В E Адаш. 
р ер р 
(= E EE (17) 
р 


Bors уравненіе, которое можеть служить для опред®%ленїя 
а 
(=), при а нечетномъ. Оно подобно тому, которое доказали въ 
предыдущей теорем%, съ тою только разницею, что здесь подъ 
знакомь Ё находятся количества вдвое меньшія. 


Мы нашли также уравненіе 
р? — 4 
2 ТИЕ 
2 | 
Это уравненіе будетъ служить намь при опредфлени (2) 
когда 4 равно 2, или кратное 2. На основанїш этого уравненія, 


9 
не трудно показать, что (5) есть 1, если р = 8n 1, И--1, 


если р = 8n + 3. Въ самомь ABB, внося въ него 87--1 и 
8n + 3 на мћсто р, находимъ 


(8n + 1)2 — 1 
2 (7 8 | --8и2-ы2н 
(==) не =(— 1) ==], 
(8n + 8)2— 1 —8n?-t6n—1 
2 ORG Уй, 
(5524)-0-1 р = 


отеюда слъдуетъ теорема: 


392. Теорема. Если р равно 8n+1, то (5) = 1; если же 
9 
ингэ ЕЕ Pas =—]. 
p=8n+3, mo („)= 


www.rcin.org.pl 


paso (—1) F ЕЕ, 


2 2 
Такъ, находимъ, что (тт) = 1, (у=! 
На основанш уравненія (17), мы можемъ доказать еще TEO- 
рему, относящуюся до опред%ленія величины (4 ) Она заклю- 


чается въ елЬдүющемъ: 


а 
33. Тео даа а, Если а число нечетное и меньше р, то Ç 2) 
p 2p ¿(a — 1)р 


а 


Доказательство. Мы нашли (17) для опредфленія (2) когда 


4 нечетное, такое уравненіе 


Посмотримь теперь, какїя значенія пм®ютъ ЕЗ, Е- 
2(р--1)а 
Е > 
а а .. 
Дробь о будетъ меньше 1; сл®д. Е, = 0. Это наименьший 


, TXB предполагаемъ а меньше р. 


а 
изъ членовь Е, ЕАО 1 


5 (р — Па Є – 2) Се = чуў 
Е З представитея такъ: Е о эр), пли Е“ + эр )8 


20. і (о — 1)а т 
шэн РАФ e, Наибольшій же 


а-1, р—а 
—; ибо это есть пфлое число, а 73 
дробь меньше единицы и положительная, потому что @ < р. 


И такъ, въ ряду 


это, очевидно, · 


Е, Е рэ ‚Е 7 
члены идуть, возрастая отъ 0 до Р, Чтобы опред®лить 
сумму ихь, мы найдемъ, сколько здЪсь членовъ равныхъ 
ДАРИ: ТЫЛ нү 4 p Для этого, мы опредБлимь сначала, сколь- 
ко здБеь членовъ, не превосходящихъ k, TAB есть одно изъ чи- 
СОБ TUF S AN, VAR үс. Ch этою цию ПОЛОЖИМЪ, что въ 


2 
ряду 
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6077 


а 2% а (1+1)@ — 1)@ 
Еэ аз 5 EET Rs анин 10 


. . 420: 
поельБднїй члень, не превосходящий Л, есть ЕТ : это, очевидно, 


Р 1 
будеть им ть мЪето въ TOMS случаф, когда а 1-1, а 


1--1)а 
FD“ ka] (79, Но изъ этихъ неравенств›. выходить 


р(5--1) p(k +1) 
ПДТ 077277 —1<1, 


р (Ё-+1) 
а 


а это показываетъ, что съ цБлымъ чиеломъ ё разнится 


количествомъ положительнымъ, но меньшим ь 1. Ол, | есть 


наибольшее цЁлое число, заключающееся въ количествЪ 


ЭЭ 
рд ж), › а это, по нашему законоположепію, представится такъ: 


4-1 
кй) . Итакъ, чиело членовъ въ ряду (18), не ену 
P Г 
k, равно ЕЕ ED, Такимъ же образомъ находим”, что зд®сь 
! pk 
число членовъ, не превосходящихъ Ё— 1, есть Ее, а отсюда 


71--1 
заключаемь, что число членовъ равныхь / есть ан) 


17 Е 
| Еб, На основаніи этаго мы заключаемъ, что въ ряду (18) 


число членовъ 


равныхь 0 есть......... БАКР ] 
с с 
9 
т Ч РАНА ЕР__ ВР. 
а а 
3 2 
рава д^. а: ЕТЕ, 


(*) Равенство здъсь не можеть имЪфть мста, потому что дроби 
а За 1 (р— 1)а Ж 
р! р" и. гд р простое само по себћ и не длить п, 
la (1+1)а 
не могутъ равняться цфлому числу; дроби же Пр. взаты изъ это- 
го ряда. 


www.rcin.org.pl 


равныхъ ёр — 1 есть... ВОР ре 90р 


Что же касается до числа членовь остальныхъ въ ряду (18), 


1 | 
—5 ; TO МЫ найдемь, сложивъ предыдущая числа и 
вычтя ихь сумму изъ : (р—1), числа већхъ членовъ ряда (18). 


а -с 
равныхь 


Ы а-1 
Такимь образомъ находимь, что зд®сь членовь равныхь “ЯГ 
содержится БО-ны 12, 


На основани этихъ данныхъ находимъ, что сумма вс5хь 
членовъ ряда (18) составляетъ 
А 8 2 
0. (Еве) + 1. (Е2-в5-) Ё, (=? г? J+ 
| а а а а а а 


...........С.....с. 


а—1 1(а--1)р шилний 
2 —1) (в а —Е а ый 


а—1 e7 шинээ! 
2 а а 1 


а это приводится къ слБдующему: 


a 2а 5 (0 — Па 
Е р КЕ рК --Е ” 
равна 
а—1 р—1 Р 2р „(а — 1)р 
2 9 эр — Е а ка a —Е а 
Вел®детвїе этого, уравненїе 
1 (р — 1)а 
a Е-- De = 
(= р +E; + Е р 
9:28:1...Р 2р ›(@—1)р 
даетъ (= Ес -1) 9 2 E, gig кы” КД = а , 


что и слЪдовало доказать. 
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ры 


Эта теорема также можетъ быть употреблена для опред%- 
. . а 
ленія значен!я (2) если а число нечетное и меньше р. Она 
весьма удобна въ приложеніи, если а число небольшое. Такъ, 


ДЛЯ величины (тот) она даетъ 


7—1 101—1 „l0 2101 3101 


(ту о 2. 82788417 ПЕ 


1)3.50—14—28—43_ 


откуда выходитъ (= —1. Но эта 


теорема особенно, зам®чательна TÈMS, что изъ нея очень просто 
выводится теорема, извБстная подь названіемъ закона взаим- 
ности двухь простылъ чисел». 


34. Теорема. Если» и s суть числа простыя нечетныя и 
у—1 8—1 


неравныя между собою, то CHE- * 2 
8 y 


Доказательство. Пусть будетъ у наименьшее изъ двухъ чи- · 
o . у 
селъ у, 8, по данной нами теорем5, при ><, значеніе (>) 


опредВлитея ypaBueniemb 


KEE сл ли ади 
=n y y y 


8 2s (у — 1)8 
С ун. НИ 831121 = Вен $ 
y 


. 


Әти два уравненія, по перёмноженїп ихь членовъ, даютъ 


КЫЙ ДШ. а. 


. 5 
Умножая же 06b части этого уравненія на (=) и замЪчая, 


$ \2 
что СЭ ееть 1, находимь 3 
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, 
п 
© 


ТЕ рек 
1—1 
В хөн 
что и сл$довало доказать. 
Такъ, мы будемъ имфть 


7151 2 

CHED 5 o G) 

| 111,191 59 
Er. 5 ORDA. 
$ 27. На основанш доказанныхъ нами теоремъ относительно 

символа, (С), легко найти его величину, KAKS бы q и р ни 
были велики. Bors какъ слЪдуетъ поступать при опредбленїи 
(4 )—Если 4 больше р, мы, по теорем% (30), замъняемъ въ (2) 


число 9 остэткомъ OTD дБленія 4 на р, или наименьшимъ отри- 
цательнымъ вычетомъ 9, по модулю р, если онъ гораздо мень- 
ше этого остатка 


Такимъ образомъ, опредЂленіе (2) сведется на опредЂленіе 


(22) гдЪ А будетъ меньше р. Что касается до знака (—) при Л, 


— К В 
то, по теорем$ 29, мы CA можемь выразить черезь ( 2) 


: В : 
Потомъ для опредЂленія (5 \ разлагаемъ R на произведеніе 
„ 


проетыхъ чиселъ, исключая при этомъ множителей, составляю- 
щихъ тдчные квадраты. Разложивши А на произведене простыхъ 


чиселъ, мы, по теорем 29, разлагаемъ na произведеше H$- 
сколькихъ множителей вида (5) Tab r число простое. ПоелЪ 
того ищемъ значен1е каждаго изъ этихъ символовъ, поступая 
такимъ образомъ: если 7 == 2, то (2) опредъляемъ по теоре- 
мБ 32; если же > нечетное, то, по закону взаимности чиселъ, 


( 
выражаемъ (5) черезъ ( 2) и съ этимъ символомъ посту- 
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VT р 


паемъ также, какъ еъ (1), сводя опред$лен1е его на символы 
1" ! 
вида (5) ТОВ Үү < г. 
Продолжая эти д®йствїя, мы будемъ получать символы 
все съ меньшими и меньшими числами; поэтому, необходимо 
1 2 
дойдемъ окончательно или до (2), ИЛИ ДО (2 
Th 


Ta 


) которыхъ вели- 

чину легко найдемъ, а чрезъ нихъ опредБлимь и искомый (5) 
Обьяснимь это примБрами. Пусть будетъ дано найти зна- 

1013\ 

601 


Для 1013 на 601, находимъ въ оетаткъ 412; откуда crb- 
1018 412 
дуетъ, что (от) == (55) 


По исключени изъ 412 квадрата 2, мы находимъ число 


412 
простое 103, a(S 


ности чиселъ, ВЫВОДИМЬ 


ченіе (Сет 


108 
) приведемъ къ (779; по закону. же взаим- 


601—1: 103—1 
үүн ш) аяа СИ DT 202) 
(50 (188 (-41) = \ 108 

Потомъ дЪлимъ 601 на 103 и, замЪчая, что остатокъ ÓY- 


детъ 86, между тБмъ какъ наименьшй отрицательный вычеть 
601 по модулю 103 ееть — 17, находимь выгоднЪе его вве- 


сти. Это дасть намь 
ш) (= =н) 
(105 108 
1 108--1 
= 17 5 
ХАР А 5-51 Ао прве пеку 
Но в.) (58 (тз) (103) rab (+ в.) = бу) 1 


CIb., . 4 
(в) (îs) 


Такъ какъ 17 число простое, то выводимъ 


17--1,108-1 


а) = (до 5 5 (т) 
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2 фи 


108 с 
ЗамЪняя въ (17) число 103 остаткомъ отъ д®ленїя 103 на 
| 17, имЂемъ 
09-(9 
| JT VT 


Соединяя BCE эти уравненія, находимъ 


ыг E йл (9 0 17 103 
601/7 \601/ \103/ — \ 103 --(6М--(17)- 


—(иу=-—. 


Итакь, искомал величина. (228 ) есть — 1. 
Для другаго примБра беремъ Ce) 
2 ' 
Повторяя надъ символомъ (Зат ) TĚ же дБйствія, находпмъ 
хто) 4 EN 17 ү 
1847 1847/ 77 \1847/ 7 \1847/? 
ава. _1847—1 
С у ын "ЕТУЙ; ү (3) 
1847 (-1) A 4 11 
17-17 41-4 


о -0-0 
(= O- 


8-1 11—1 


8 11 зүг 8 11 (==) 
(ш)=(з)с-о =- (в)--(5)-+ 
Изъ соединенія этихъ уравненїй получаемъ` 
(эл) 
С ен 
Т $ 1 эж : ИМГЬ 
акже, опредЪляя величину слувола ( 5503 / НАХОД 
2108 105 (50 ) (уа зов) (сов ) 
2003 /” \2003/  \2003/ \2003/ \2008/? 


952 27 2003--1 


а) е) 7 5---02)--(1)-, 
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5—1 2008—1 
Aa 0) ае к ГИ 
(в 5/6 a E иш Т, 
8-1 3-1 
8 5 E 9 
(»)=(в)с® 4(3)-08 “Эрэ 
7—1 2003--1 


Y 2003 ТЭ От у 
(воз EF үтү уг 


откуда ВЫХОДИТЬ 
2108 
я) =. ` 


$ 28. Мы показали, какъ, по даннымъ числамъ р и 4, найти 
величину символа (2) qbus опредВляется, имБеть ли сравне- 
Hie 2° == q (мод. р) ръшенія, или mrs. Теперь переходимъ къ 


рБшенїю обратнаго вопроса: по данной величин (E) найти 


значенія 7, иначе, рБЬшить уравненія (5) = 1}, (5) = — 1, 


Начнемъ съ перваго Ө = 1. Мы видБли, что уравненіе 
р—1 


(=) = 1 символически выражаетъ, что сравненїе 2 Тэн 


(мод. р) удовлетворяется. Не трудно узнать, что это сравненіе 
р—1 р 1 
numbers 2 ° — 18 шиш что 57--2, какъ равное (2 Жы 1) 
р-1 р-1 
(ж 2 — 1), дВлитея нах °? — 1 безъ остатка, по теорем 26-ой, | 
кон 
завлючаемъ, чтосравнешел ° == 1 (mod. p) uwbers 21 рВшенїй. 


Но эти рЪшенія ($ 12) должны представиться такъ 


=, 2==а3,:..... = (мод. р), 


TAB а,,а„,. ..@р_1еуть числа въ ряду 0, 1,2,...р —1, удовлетво- 


2 


р-1 
ряющія сравиен 0 2 ° == 1 (мод. р). Притомъ ясно, что ни одно 
Чебышевъ. Теорія сравни, 6 
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изъ этихъ чиселъ не бүдеть равно нулю, ибо нуль не удовлетво- 
221 
ряетъ сравненюх ° == 1(мод. р). Итакъ, въ ряду 1, 2,...,р—1 
2-1 


+= У ү Еа 
находится” -чиселъ, удовлетворяющихъ сравненію 2 = I 


(мод. р), или уравненію (2) = 1, другими еловами, въ ряду 
1,:2,.....,9-4 находится? = квадратичныхь вычетовъ по мо- 
дулю р. За тБмъ, BCÉ остальныя въ ряду 1, 2,....., 2—1, DXB 
будетъ также?" ‚ удовлетворять уравненію (3) == — 1: это 
будуть неквадратичные вычеты по модулю р. 

Изъ сказаннаго нами слБдуеть, что већ числа, удовлетво- 


р-1 


ряющія еравненію 2 ° == 1 (мод. р), или, что одно п тоже, 


уравненю (2) = 1, опредБляются сравненїями 


e r O у E айн р), 


Ээ 


ГДЬ а,, б,,...., ар] Числа положптельныя, мепьшія ри удов- 


= 


р-1 
летворяюшїя сравненію ж ° == 1 (мод. р). Эти числа мы могли 
| Реч 
бы найти, рБшая сравнен}е х ° = 1 (мод. р). Но это чрезвы- 


чайно затруднительно, если число р велико; потому мы пред- 
ложимъ способъ находить ихъ независимо отъ рћшенія срав- 


0—1 
nemias = 1 (мод. р). Для этого, мы замЪчаемъ, что еравне- 
p-1 
неа ` == 1 (мод. р) есть условіе возможности удовлетворить 


сравненію 2° == а (мод. р). Притомъ мы видЪли, что это срав- 
не, въ случаЪ возможности, удовлетворяется двумя числами 
($ 22), заключающимися въ ряду 1,2,...., 2—1; такъ что, если 
одно изъ этихъ чисель есть х, то другое р--а. Но одно изъ 
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этихъ чисель необходимо меньше? и слБд. не болће?— 1: ибо 
сумма ихъ есть р, а они неравны между собою. Поэтому для 
ЕІ 
числа а, при которомъ сравненіе а · == 1 (мод. р) удовлетво- 
р—1 
ряется, всегда найдется въ ряду 1, 2,...., Е число 2, удовле- 


творяющее сравневію 2° = а (мод. р), другими словами, для Ta- 
кого числа а будеть имЪть мЪсто одно изъ сравненїй 


—1\? 
13:58, 24545... (2 ) а (мод, р), 


СлЪд., число а по модулю р будетъ сравнимо съ однимъ изъ 


и такъ какъ оно меньше р, то оно найдется между остатками 
отъ дБленія этихъ чиселъ на р. 


Итакъ, каждое изъ чисель Aj, @,,..... » ар _1меньшихъ р и 
у= 
удовлетворяющихъ сравненїю а ° = 1 (мод. р) мы найдемъ въ 
У 4 —1\: 
ряду остатковъ, получаемыхъ при длении 1°, 2°,..., EF) на, 


. б . £ 
р. Посл% сего, значенія =, удовлетворяющия уравненю (5) == 1, 
мы опредЬлимь еравненіями 


12-204,,-25508,--»,-» жа, (мод. р); 


откуда для выраженія 7, удовлетворяюшаго уравненію (=) = 1 


по 5 11, найдемь (7) 
--0р4-0), ї--1рч-ад,..... ‚ х=пр-на, | 


ат! 
Для примЗра, рЬшимь уравненіе (1) = 1. По еказанному 
нами, это уравненіе будетъ им®Ъть NS pBıreHi, которыя 


2 
опред®лятел сравненїями 
204, S0, 27-0, 2—04, FSGS (мод. 11), 


(5) Это получаемъ мы, замфвяя въ формулахь $ 21 число N числомъ—7. 
. ж 
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л... 


TXB а, а., а, а, а, суть остатки отъ д®ленїя 1°, 2°, 3°, 4°, 5° 
на 11. Но такъ какъ эти остатки суть 1, 4, 9, 5, 3, то урав- 


( ) 
11 


будуть удовлетворять числа, опред$ляемыя сравненіями 


al, 2==3, Ж==4, TEB, Ж=9 (мод. 11). 
ИЛИ, ЧТО ОДНО и тоже, уравнен1ями 
--110-41, 2--110-44, х=111-+4, х=11и-55, х=п-+9. 


Зная рЬшенїя уравненія (5) = 1, нетрудно найти рБшенїя 


. ни А 
уравненія Я = — 1. Для этого мы замфчаемъ, во первыхь 


4 т 
что, по значенію символа ( =) число х предполагается недЪля- 
щимся ра р и, во вторыхь, что числа, неудовлетворяющія уравне- 
вію (=)= 1, удовлетворяютъ уравненію (2) = — 1. Отсюда ел®- 
2 

дуетъ, что мы найдемъ веЪ числа, для которыхь ( 9) == — 1, 
если выкинемъ изъ чиселъ, недълящихся на р, числа, удовле- 

4 > 2 
творяющія уравнен1ю (=) = 1. Но веб числа могуть быть 
представлены Формулами 


пр; п”р--1, ”р--2,...... ”мр--р--1. 


Откинувъ здЪсь первую формулу, которая даетъ числа кратныя 


р, МЫ Находим», для рЪшенія уравненій (=) = 10 Ө = — 1, 


”р--1, пр+2, ..... , np+p—l. 
Отброся же здЪеь числа, удовлетворяющія уравневію (=) = 1, 


которыя опред®ляютел формулами 


7/р4-01,-0р-4-02, ...... пр-на 


2 


мы найдемъ вс числа, удовлетворяющая уравненію (=) ==]. 
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Изь этого елБдуеть, что числа, удовлетворяющія уравненїю 


( = ) = — 1, предетавятся Формулами 


пр, пр Ь»,...,пр- 1 


ата Я 


TAS b,, Б,....рр—1 суть чиела ряда 1, 2,...., р — 1, отличныя 
2 


Р, i 
отъ а, аа 2 оётатковь, получаемыхъ при дБленш 1', 2*..., 
? =) на 
ә р 
. 7 . 2 
Для примфра, найдемъ р®шенїя уравненія (=) —=— 1. По 


сказавному нами, числа, удовлетворяющія этому уравненію, 
представятся Формулами 


119:4-04, 1174-0», 1194-03, 119-4-0,, 1174-05, 


TAB 6, 9, D4, 0,, 0, найдемъ, выкинувъ изъ ряда |, 2, 3, 4, 
5, 6, Т, 8, 9, 10 чиела равныя остаткамъ, получаемымъ при 
absenin 1°, 2°, 3°, 4*, 5° на 11. Но эти остатки суть 1, 4; 
9, 5, 3. Выкинувъ ихъ изъ ряда 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
находимъ 2, 6, 7, 8, 10 для величинъ 6,, 6,, 6., 6,, 6.. Откуда 


заключаемъ, что числа, удовлетво ряющія уравненія (2)=—1, 
опредъляютея формулами. 


11п+2, 119-46, 11п-+7, 11748, 11п--10. « 


Такъ pbmaerca вопросъ объ опред$лени значеній 2, по 
2 . 
данной величинЪ ( 2) пли, что одно и тоже, объ опредћленіп 


квадратичныхъ и неквадратичныхь вычеторь даннаго числа. 


$ 29. Въ предндущихъ параграФахь мы занимались пзелЪдо- . 
ваніемъ, когда сравненіе 2° == q (мод. р) имфетъ рБВшонїя и 
когда nbre. Теперь остается показать,” какь найдутся рБшенїя 
еравненія 27:50 (мод. р), когда оно возможно. Говоря о сравне- 
ніяхъ вида а? =A (жод. р), мы покажемъ общий и весьма про- 
стой способь рїшать еравневіе 25-40 (мод. р). ЗдЪеь же огра- 
НИЧИМСЯ ОДНИМЬ Частнынь случаемъ, въ которомъ это рЬше- 
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Hie можно легко найти. Случай, которымъ мы теперь ограни- 
чимся, есть TOTS, когда р вида 47-3. 
Возможность рВшенїя сравневія 22:20 (мод. р), KAES BH- 
—1 
дли, предполагаетъ, что (5-2 1 (мод. р). ДЪлая здЪеь p= 
4п+-3 — 1 
41-3, находимь 4 2 ==] (мод. р), или 9" +1 (мод. p), 
что, по умноженіи ва q, будеть 0°" (мод. р). Оличая это 
сравненіе съ 27: (мод. р), зам чаемъ, что поелЪднему удовле- 
творяетъ 2 = 0" +. Зная одно число, удовлетворяющее срав- 
ненію 2°2=0 (мод. р), мы найдемъ подобныхъ чиселъ безконеч- 
ное множество изъ сравненія 2° = "К! (мод. р). Но мы Bagh- 
ЛИ, что одно изъ этихъ чиселъ будетъ положительное и мень- 
ше р; это остатокъ отъ дБленія “+! на р. Называя его черезь 
а, мы одно изъ рЪшеній еравненія 22:-0 (мод. р). предетавимъ 
тавь: 2-0 (мод. р). Что касается до другаго рВшенїя этого 
сравненія, то по сказанному въ $ 22, оно будетъ 2 == р — о 
(мод. р). Тавь найдутся оба рЬшенїя сравненїя 22-50 (мод. р), 
при р--47/4-3. 
Для примБра, найдемь рБшенія еравненія 2z 
Оно имЂетъ рБшенія, пбо 


()-0)-0777--0)--())-а 


а такь какь 11--4.2--3, то рЬшенїя его суть =a, 2:111--0 
(мод. 11), гд х есть остатокъ отъ дфленія 82"! на 11. Но 
этотъ остатокъ есть 5; CIBA, х = 5 и рЬшенія еравненія 2? = 
3 (мод. 11) суть 2==5, 2==6 (жод. 11). 


$ 30. До сихь поръ мы занимались еравненіями второй CTE- 
пени, предполагая модуль ихъ числомъ простымъ. Что же ка- 
саетея до сравненій еъ модулемь составнымъ, то мы ограни- 
чимся только доказатеЛьствомъ, что еравневіе 2°==0 (нод. р) 
имЂетъ рЪшенїе, если р число нечетное, простое съ 4, и въ 
составь его входятъ простыя числа а, В, Ү,..., для которыхь 


(=1 (=1 (=1... 
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=: р — 


Начнемь съ частнаго случая р= а" и покажемь, вакъ HAÑ- 
дутся рЬВшенїя сравненїя 22-50 (мод. а"), когда знаемъ р®- 
шенія сравненія 2°==у (мод. œ), котораго возможность, RARD 


видЪли, условливается равенствомь (4 ) =]. 


Предположимъ, что х есть число, удовлетворяющее сравне- 
пію 22==0 (mod. а), и Р, © суть числа, опредляемыя урав- 
пеніями 

р ( И 4)"--(а-4/ q)" | 
2 


чу, (а--Ү maV д)" 7 
“т Wq 


числа Р, О будуть цфлыя: въ этомь легко уб®дитьея разло- 
женіемъ (0--1/ 9)", (а—И q)™ по биному Ньютона. Доважемъ 
теперь, во 1), что Ри Q удовлетворяють сравненю Р? — 0*9 
200 (мод. а") и, во 2), что Q число простое съ а. 

Въ первомъ, мы легко убЪждаемся, замЂтивъ изъ предыду- 
щихъ үравненій, что 


PQV а = (а д)", РАО q = (a д)". 
Перемножая же эти уравненія между собою, находимъ 
2—02 (а° —@)". 


Но, по положенію, а удовлетворяеть еравнен 2°==4 (мод, а). 
олдов. a” == у (мод. о), что предполагаетъ дБлимость а? — 9 
на a. Если же 0”--ф имБеть дБлителемъ о, то Р? — 0%, равное 
(а?— 0)", должно. дфлиться на а", а потому 


2—02 == 0 (мод. о"). 


Доказавши первое, переходимъ ко второму, къ доказатель- 
ству, что © число простое съ х. Для этого, мы замЪчаемъ, что, 
по уравневію 

(а+'дт—(а—У а)" 
фе, 
Mq 


дфлимость Q на а предполагаеть еравненіе 


є 
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гэм: ФВ нв 


“үүр УЧ уч 
(a+V д) ل‎ — 0 (мод, о). 


Но это еравненіе, какь не трудно убћдиться разложеніемъ 
степеней (04-1/ 4)", («—| 9)", содержить у въ ц%лыхъ сте- 
пеняхь и съ цБлыми коеффищентами; поэтому оно останет- 
ся справедливымъ ($ 10), если въ немь Q зам®нимъ числом. 
а’, сравнимымъ съ 4 по модулю х. ОлЪд., предыдущее сравне- 
ніе предполагаетъ 


ааа ат. (мод. а), 


а это приводится къ. 
910—1 aMi = (0) (мод. а), 


сравневію невозможному: ибо ох число простое, нечетное, и а 
простое съ а. 

УбБдясь такимъ образомъ, что Р и Q удовлетворяютъ срав- 
ненїю 

— 029 =Q (мод. о") 

и О число простое съ о, нетрудно доказать, что еравненіе 
Qu=P (мод. а") имфеть рБшеніе и это рЪшеніе удовлетво- 
ряетъ сравненію 25-50 (мод. а"). Первое слБдуеть изъ того, 
что Q, будучи чиеломъ простымъ съ о, будетъ простымъ также 
съ а"; въ этом же случаЪ сравненіе 05==Р (мод. а") имћетъ 
всегда одно рЪшеніе. Hams остается теперь показать, что 
числа 2, опред ляемыя еравненіемъ 02-Р (мод. а"), удовле- 
творяють сравнению == (мод. а"). Для этого мы, возведя 
068 части еравненія 05=Р (mod. а") въ квадратъ, выводимъ 


Qx == Р? (мод. а"). 
Но, по доказанному еме относительно чиселъ Р и 0 
— 029 = 0 (мод. а"). 
Это же сравненіе, BMBCTE съ предыдущимъ, даетъ 
QL? = @?4 (мод. ат), 


а такъ какъ Q число простое съ х и CABA. съ а", то въ этомъ 
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сравнени 065 части могуть быть сокращены на 0°, велБдетвіе 
чего оно приводится къ 


æ? == g (мод. а), 
что и елБдовало доказать. 
Итакъ, мы получимъ рБшеніе еравненія 27-50 (мод. а") 
изъ сравненія 
0г:= Р (мод. а"), 


гдЪ Р п © найдутея изъ уравненій 


“(ч orra фт р q= (a+V а)" 4)"--(а- дт 
и 2 чан 0489. 


по а—чиелу, удовлетворяющему сравненпо 
а° = q (мод. а). 


Для примЂра, возьмемъ сравнеше 2°—=—2 (мод. 83). Пе 
сказанному нами, чиело, удовлетворяющее ему, найдется изъ 
сравненія 

02=Р (мод. 83), 


Tb 
(а 9) шшш 9): ا م ا‎ 9): 
Р РЕ ГРЕЕТ Q E E EDS E ER T е ИЧИХ SS 
2 ' 2V —9 
п а есть число, удовлетворяющее еравнешю а?==—2 (мод. 3). 


ПослЂлнее сравнене относится къ числу тБхъ, которыя 
ръшаются по способу показанному въ $ 29; рЪшая его по этому 
способу, мы находимъ, что ему удовлетворяетъ 1. ДЪлая а= 1 
въ уравненіяхъ, опредїляюшихь Р и ©, имЗемь 


p lV 9):+(1—/ — 2) 


т раи рита... 
ba (1 +Ү—®)+—а1—У = 1 
2/7--3 
Отсюда, для опредфленія 2--числа, удовлетворяющато срав- 
ненію 22==— 2 (мод. 33), выходитъ 


z=: — 5 (мод. 33). 


Показавши, какимъ образомъ рёшается сравнеше 22:50 (мод. 
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м Е 
а"), гд œ какое нибудь простое нечетное число, переходимъ 
къ р»шеню еравненія 2—0 (мод. а”В”ү”....). 
Если (4)=1(4)=1.( 2) = 1,......, ТО, по сказанному 
нами, найдутся числа U, V, %,..., удовлетворяющия сравненіямъ 


и = 0 (мод. a"), 92:24 (мод. В”), 0° = д (мод. ү?).... 
Әти числа опред$лятся такими сравненіями 
u= А (мод. а), v = В (мод. В"), w = С (мод. ү"),.. 


Но нетрудно убБдиться, что между числами, опредъляемыми 
каждымъ изъ этихъ сравненій, найдетея число 


Авт...) ED вет..." "ВЮ отв»... 10—10), 


Въ самомъ дл, это число по модулю а" сравнимо съ 
ат (а — 1) aM — (а — 1) 

АВЧ.) ) тд (В”у’.......) ) по тео- 
рем 17, сравнимо съ 1 по тому же модулю Q”, и, сл%д., 
ат — 1(а— 1) 
АГ...) сравнимо съ А. Также докажется, что 


это число сравнимо съ В по модулю В“, съ С по модулю 4", и 
т. д... А потому, это число будетъ удовлетворять каждому изъ 
сравненїй 


и? = 0 (мод. а), т? = 0 (мод. В"), 10° == (мод. ү"),..., 
и сл%д., называя его черезъ 7, будемъ имЪть 
22-54 (м00. о"), 22: q (мод. В"), 22:24 (мод. ү"),.... 


Но такъ какъ въ этихъ сравненїахь модули а", ү" Үү... 
числа относительно другъ друга простыя: ибо а, В, Ү,,, суть 
‚ различныя простыя числа; то, по $ 9, эти еравненія пред- 


полагаютъ 
23-59 (мод, «% В” ү..... ). 


Такъ опредфлитсяах, удовлетворяющий еравненію 
22-10 (мод. р), 


TXB 4 число простое съ р, а р число нечетное, состоящее изъ 
произведенія лростыхъ чиселъ о, В, Үү... ДЛЯ которыхъ 
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(А Ж Дл» 


Этимъ мы оканчиваемъ теорію сравненїй второй степени. 


ГЛАВА т. 
0 оравнен1яхъ двүчленныхъ. 


$ 31. Подь именемъ сравненїй двучленныхъ разумБють 
сравненїя такого вида 
2"—А =0 (мод. р), 


TXB n, А, р какїя нибудь числа. Мы начнемъ съ простъйшаго 
случая: А=1, р--число простое. Мы будемъ предполагать р 
отличнымъ OTB 2; ибо, по $ 20, при р=2 сравненїе 2" — А =0 
(мод. р,) приводится къ 1-й степени. 

Относительно еравненій вида ж" — 1 = 0 (мод. р.), мы до- 
кажемъ слбдуюшую теорему: 


` 34. Теорема. ели одно и тоже число удовлетворяет 
сравненіямь х"—1==0, 2"—1==0 (мод. р), то оно удовлетворяет» 
также сравнено 29 — 1 — (мод. р), 10m о общій наибольшій 
дљлитель чисель M и N. 


Доказательство. Пусть будетъ а то число, которое удо- 
влетворяетъ и сравненію 2'—1 == 0 (мод. р) и сравненію 2"— 
1==0 (мод. р); мы будемъ им®ть 


ат = 1, а” —1 (мод. р), 


и а будетъ число простое съ р, ибо иначе было бы 2" —=0 (мод. р). 
По положению, о будучи общимъ наибольшимъ дълителемъ 


m n 
чиселъ M и N, въ частныхъ у. 9 дастъ числа простыя между 
m n | | 
собою. Но при ш?! в Шростыхъ между собою найдется Z, 


удовлетворяющее сравненю л 2— 1==0 (нод, ۳) что пред- 
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m n 
полагаеть д®лимость > 2—1 на ү Означал частное отъ это- 
го дЪленія чрезъ у, найдемъ 


откуда выходить 
ae a (19). 


Но изъ сравненій 
ат — 1, а" == 1 (мод. р), 
возводя первоё въ степень 2, второе въ степень 7, выводим» 
ат? = а" (мод. р), 
что, по сокращенш на а" (число простое съ р, пбо, вид®ли. 


а простое съ р), даеть 
91—17 = 1 (мод. р), 


гд, замЪняя mz —ny черезъ о по (19), имЪемъ 
a^ = 1 (мод. р), 


что и сл$довало доказать. 
На основаши этой теоремы, не трудно доказать слБдуюшую 


35. Теорема. Сравненіе х"— 1-0 (мод. р) имъеть о ръше- 
ній, если о есть общій наибольшій дълитель чисель т и р—1. 


u эти ръшєнія найдутся изъ сравненія 2% — 1=0 (мод. р). 


Доказательство. Сравненію s” — 1 == 0) (мод. р). могутъ 
удовлетворять только числа, недБлящіяся на р; ибо для =, крат- 
наго р, будеть 2" =0 (mod. р). Но, по теорем Фермата, для 
х, недЪлящагося на р будетъ 

27-4-41--0 (мод. р). 

Итакь, BCE числа, удовлетворящія еравненію s” — 1 == 0 
(мод. р), будутъ также удовлетворять сравненію 2? — '— 1—0 
(мод. р); откуда слфдуетъ, по доказанной нами теорем%, что 
эти числа будутъ удовлетворять сравненію 


т? —1==0 (мод. р), 


т” о общий наибольший ы чпеелъ р--1 и m. 
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Также не трудно убъдптьея въ обратномь, что BCE числа, 
удовлетворлющія этому сравненю, будуть удовлетворять п 
сравненію ж” — 1==0 (мод. р). 

Въ самомъ дЪлЪ, изъ еравненія 2% — 1: 0 (мод. р) выхо- 
дить 29-01 (мод. р), а это, по возведеніп въ степень 


m m 
2 (число „ ёсть цфлое, ибо о есть дБлитель M), даетъ a" 


1 (мод. р), вли 2"--1::0 (мод. р.). 

Итакъ, сравненіямъ 2" —1 == 0, so — 1 == 0 (мод. р) будуть 
удовлетворать однЪ и TE же числа. Hams остается теперь 
показать, что эти еравненія имћютъ ө рБшеній. Это легко 
едЂлать надь сравненемъ 29 —1 == 0 (мод. р). Такь какь о 
есть дълитель р—1, то == есть число’ цфлое; называя его 
черезъ n, найдемъ p—l = өп. ВелБдетвіе чего х? — пред- 
ставится такъ 2(259--41), или х [(2°) "—1"], а это длится на 
хә —1: ибо разность степеней длится на разность корней. 
Но, если 22—х дЪлится на 2® — 1 безъ остатка, то, по 26-0й 
теорем, сравненіе ж®-—] == 0 (мод. р) иметь о рБшевій. А 
такъ какъ это сравненіе удовлетворяется одними числами съ 
z" — 1 == (мод. р), то и это сравненіе имфеть о рЪшеній; oT- 
куда и слБдуетъ предложенная нами теорема. 

Такъ, сравненіе 2!9—1 == 0 (мод. 17), rab общій наиболь- 
шій дЪлитель чпселъ 10 и 17—1 есть 2, будеть имЪть только 
два рБшенія, которыя найдутея изъ сравненія 2° == 1 (мод. 17). 
ЗамЪчая, что этому сравненію удовлетворяетъ 1 и 17—1 = 16, 
велБдетвіе чего рЪшенія его суть 

2-1, 25 16 (мод. 17), 
мы заглючаемъ, что рЬшенїя еравневія x — 1 == 0) (мод. 17) 
суть 
ў . Ж=1, 22-16 (мод. 17). 


На основаши этой теоремы, рБшенїе сравненія 2" — 1 == 0 
(мод. р.) сводитея на рЪшеніе сравненія 2° — 1 == 0 (мод. р), · 
TB о дБлитъ p— 1. Этимъ-то сравнешемь мы теперь и зай- 
мемся. Относительно его мы докажемъ елћъдующую теорему: 


36. Теорема. Сравненио хо —1 == 0 (мод. р), Wm о дњлит 


р-1 
р — 1, удовлетворяеть число а=п 9 , если п простое съ р. 
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мг ЖИЙ Л РЕ 
| р--1 
Доказательство. Въ самомъ дЪл®, полагая а-- 9 , нахо- 


димъ 
ي‎ — 1 =n”— 1—1. 


Ho, по теорем®% Фермата, при ” простомъ съ р будеть 
n?—i—1 = 0 (мод. р), 
слБдовательно, также. 
a^ 1 220 (мод. р.), 
что и елБдовало доказать. 
Ыл ИУ, Шт 

Тавь 2 ° ,3 ° ,4 ° pune будутъ удовлетворять срав- 
ненію 27--1:50 (мод. 11). 

Такимъ образомъ мы можемъ найти нБеколько рБшеній срав- 
nenia 2° — 1 == 0 (мод. р). Чтоже касается до опредЪлен!я 
веБхъ его рБшеній; то относительно ихъ докажетея слБдуюшая 
теорема: 


37. Теорема. Если число 9 удовлетворяеть сравнению хә — 
1==0, (мод. р) и не удовлетворяеть сравненіямь 2% —1==0, 
SAE ,)4646-41-:-:0 (мод р), 0» а, By., ¢ суть дљлители . 
о (включая сюда и 1), то 6c w ръшеній сравненія хо —1=0 
(мод. р) опредълятся такъ 


2—9. 2 — О ыы, 0: б” (мод. р). 


Доказательство. Не трудно убЪдиться, что, если 9 удовле- 
творяетъ сравненію хо —1 == 0 (мод. р), то ему удовлетворяеть 
и 9", какое бы ни было число N. Въ самомъ дълЂ, если 9 удов- 
летворлеть еравненію 29 — 1 == 0 (мод. р), то 9° —1==0 (мод. р), 
или ә 1 (мод. р). Но, возведя 06% части этого сравненія въ 
степень N, находимъ @”® = 1 (мод. р), или 9—1 == 0 (мод. р), 
. а это показываетъ, что $" удовлетворяетъ сравненію 2 —1 = 0 
(мод. р). На основанйи этого, мы заключаемъ, что 9,9',........, 99 
будутъ удовлетворять сравнешю хә — 1 == 0 (мод. р), и елЪд. 
будутъ удовлетворять ему већ числа, опредЪляемыя сравне- 
нами 
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Е маа 


Доважемъ же теперь, что въ этомъ ряду еравненій HTE 
двухъ сравненїй, тождественныхъ между собою. Для этого, до- 
пустимь противное, допустимъ, что зд®сь какія нибудь два 


сравненія 
22-09, т == 9% (мод. р) 


тождественны между собою, числа M и я, какъ показатели 9 вт 
сравнешяхъ (20), булутъ болће 0 и не болће о, и пусть m бу- 
детъ borbe n. 

Допустивши, что еравненїл 2 == 6", 2 == 6" (мод, р) удовле- 
творяютея однимъ и т®мъ же числомъ 2, мы находимь 97-20” 
(мод, р), что, по еокращеніи на 9", даетъ 


(49-05--1-20 (мод. р). 


Это еравненіе вмЗетВ съ сравненіемъ 99:21 (мод. р), кото- 
рому 9 удовлетворяеть, по положению, предполагаеть 


9551 0 (409. р), 


rab о’ общій наиболышй дБлитель m—n и о (смотр. теор. 34). 
Но о' не можетъ быть равнымъ о: ибо о' есть дЪлптель M--N, 
TXB т и болБе 0 и не болће о а потому m—n <w. Но, если 
число O меньше о, то, для о, оно должно быть однимъ изъ 
д%лителей его: о, Bp... с; велЪдетве чего предыдущее сравне- 
ніе должно быть однимъ изъ сравненій: 


08--1:50, 98 — 1==0,.....‚ 98 —1==0 (мод. р). 


Эти же сравненія, по положенію, не могутъ имфть м%ета. 
Итакъ, между сравненіями 2-9, L= Q.e, CENO (мод. р) 
не можетъ быть двухь тождественныхь между собою, елд. въ 
нихъ заключаются BCE о рБшеній сравненїя 


29 — 1220 (мод. р), 


что и елЬдовало доказать. 

Такъ, чтобы найти већ ръшенія сравненія 2°—1==0 (мод. 13), 
мы должны найти число, которое бы удовлетворяло ему, не удо- 
влетворяя еравненіямъ 
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20—150, 202—1: 0, 2—1: 0 (мод. 13). 


ЗамЪчая, что такое свойство прпнадлежить числу 4, мы 38- 
ключаемъ, что рфшен!я еравненія 2°—1 = 0 (мод. 13) суть 
2—4, 2242, TEA, 02-43, 2245, 22-48% (мод. 13), 


ИЛИ т 
24, Ш==8, 2-12, 229,2 10, < 1 (мод. 18). 


$ 39. Переходимъ теперь къ сравненіямъ 2" — А == 0 (мод. р), 
Tıb А какое. нибудь число, недїляшееся на р, а р число npo- 
стое, которое мы опять предполагаемъ отличнымъ оть 2. 

Относительно сравненїй этого вида, мы докажемъ слБдую- 
щую теорему. 


38. Теорема. Сравнеше 2"— А == 0) (мод. р) возможно 
сө 19 

только въ momo случаль, кода А ==1 (мод. р), 10љ о общій 
наибольшій дљлитель чисел» р—1 и т. Кода же это сравне- 
Hie возможно, оно имъеть O рњшеній, которыя найдутся изъ 


еравненія хо — АЎ == 0), (мод. р), 10% п есть число, удовле- 


i À са 
творяющее условию m T= (мод, 1) 


Доказательство. Мы предполагаемъ А недлящимся нар, 
поэтому число =, удовлетворяющее сравненю 2" — А == 
(мод. р), или "== А (мод. р), не можетъ быть кратнымь р: 
ибо въ этомъ случа было бы 27:50 (мод, р), и сравненїе 
2" == А (мод. р) дало бы А ==0 (мод. р). Но если не дЪлится 
на р, то, по теоремъ Фермата, будетъ 


0Р—1 == 1 (мод. р). 


Возводя 065 часги этого ераввенія въ степень ” 


шз а члены 
: = 4 PA m р—1 
сравнешя x= А (мод. р) въ степень — — (числа 2,2) OF 


дуть цфзыя, ибо есть общ длитель тир--1), maxo- 
ДИМЬ 
м ТРИ. 2-4 


© 5 
2: 2 = А (иод. р); 
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откуда слЪдуетъ 


А ° —1 (мод. р). 


Итакъ, для возможности сравненїд 27--А == 0 (мод. р.), He- 
обходимо, чтобы А удовлетворяло еравненію 


2—1 
ДЧ (хай ДУУ УЧЫ (21). 


Предположимъ теперь, что это условіе выполняется и дока- 
жемъ, что въ такомь случаЪ већ числа, удовлетворяющія срав 
ненію 2" = А (мод. р), удовлетворяютъ также сравненію 
до = Ат (мод. р), TAB т число, опредъляемое сравненіемъ 


Число о будучи общимъ нанбольшимь дБлителемъ чиселъ 


0—1 


m 
m A р—1, въ частныхь — - даетъ числа, простыя между 


»? ө 


| к | 
собою.: Но, при =, Р—_ проетыхъ между собою, найдется чи- 


сло п, удовлетворяющее сравненїю z т==1 (мод. 2) для 


т Е р-(1 
такого числа T разность -7--1 будеть дЪлитьея на”-- 


Называя с частное отъ этого д®%ленїя, будемь имЪть 


ИЛИ тт — (ф-—1)== өФ.............. (22). 


На основан этого уравненія, мы покажемь, что сравненїе 
2" == А (мод. р) 
предполагаетъ . 
x®— A" (мод. р). 
Въ самомъ дфлЪ, возводя 005 части сравненія 2"== А 
(мод. р) въ степень л, находимъ T= AT (мод, р); по Teo- 


Чебышевъ. Теорія сравн. 7 


МММ. ГСЇП.ОГО р! 


pemb же Фермата, имБемь ж#—!)== 1 (од, р), TAB, возведя объ 
части въ степень с, получаемъ 


45—01, или 1==2°—*) (мод. р). 


Но пзъ сравненїй 


AT, 1==4°?” ” (мод. р),‏ ا 


перемножая ихь почленно, выводимъ mr = Дтус(#—1) (мод. р), 
что, по сокрашенїи на 26077, будетъ 


ат — 6—1 — AT (мод, p). 
Замфняя же здфсь тт--с (р—1) числонь о, по (22), nañ- 


демъ 
29 == АП (мод. р), 


что и слБдовало доказать. 

Изъ этого видно, что сравненіе 2" А (мод. р) не можетъ 
им®ть рЬшеній, отличныхъ отъ рБшеній ло — Ат (мод. р). 

УбБдившись въ этомъ, мы докажемъ остальную часть пред- 
ложенной нами теоремы. Для этого, мы докажемъ, что еравне- 
aje хә — А (mod. р) имЪетъ о рБшеній и что веБ они удовле- 
творяютъ еравненію 2" — А (mod. р). : 

Чтобы увЬриться въ первомь, мы, по $ 21, ищемъ остаток», 
получаемый при дЪлени 22—5 на 4® — Ат, Этотъ остаток 
мы легко находимъ, замЪчая, что 2? — £ можетъ быть такъ пред- 
ставлено 

р—1 pol чи 
. | (4.9) Ч —( 47) ? 1244(А ия --1)8,) 


ыг ОВОО f а. 
гБ (49) о — (47) « ] л, очевидно, дБлится на хо — Ат. 
Откуда слБдуетъ, что искомый остатокь есть 


к(р— 1) 
у ЖИЧ У 
п(р — 1) 
Но здфеь коеффищенть A © —1 длится на р, ибо, по 
(21), имЗБемь 
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эн ү. 2 
8 
EE 
A — 1 (м09.р), 
что, по возведеніи въ степень т, даетъ 
т(р-1) 
ө — 
А --1 (мод. р); 
слЪд., по теорем% 26, еравненіе ж®== Ат (мод. р) имћетъ o pb- 
шеній. 

Hams остаетея теперь доказать, что BCE рБшенія еравненїя 
гә == Ат (мод. р) уловлетворяютъ сравненію 27--А == 0 (мод. р). 
Для этого, мы зам$тимъ, что сравненіе х® = Ат (мод. р), по 

| | лт 
зозведеніи его частей въ степень -*, даетъ 2" — А “ (мод.р). 
Вычитая же А изъ обБихъ частей этого сравненія, найдемъ 
эн 
1254 W 
хт_А-— А —ДА(мод. р), 


TM-— W 


или ИАА удао р) 
Вноея сюда величину zm изъ (22), получаемъ 
с(р—1) 
жод ЖА ЕТ... (23) 
Но, по (21), А удовлетворяеть сравненїю 
р-1 
ДЭ” (мод. р), 


которое, по возведенїи его частей въ стенень ¢, будеть 


с(0—1) 
Ф 
А == 1 (мод. р), 
(р—1) 
С nia : 
йди | А -417-0(м09.р). 
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> 100 == 


ВелЪдетв!е же этого, сравненіе (23) приводится къ та- 


кому: 
т АО (мод. р), 


что и оставалось намъ доказать. 
Для прим%ра, возьмемъ сравненіе 


28—8=0 (мод, 11), 


Общий наибольший дВлитель 8 и 11—1 есть 2. ‘CBX, для 
11—1 


возможности этого сравненія, необходимо должно быть 3 2 


11—1 
==1 (мод. 11). Это условіе выполняется, ибо 3 2 =3°— 243, 
что сравнимо съ 1 по модулю 11. РЪшенія же этого еравненія 


найдутся изъ сравненія 2°—3л7==0 (мод. 11\ rgb т опредђ- 


ляется условїемь 
3r мод. 5 . 


али Ат ==1 (мод. 5) 


РЪшая это еравненіе по способу, показанному въ $ 15, HA- 
ХОДИМЬ 7—4°—°== 64 (мод. 5). 

Откуда видимъ, что за T можно взять 4. Велђдетвіе этого 
сравнеше 2°—379==0 (мод. 11) даетъ 2°—81== 0 (мод. 11). 

Но этому еравненію удовлетворяетъ 2-4 и 2=11 —9=2 
СлЪд., рьшен!я еравненія 2°—3 == 0 (мод. 11) 
суть 

=2, 59 (мод. 11). 
Изъ доказанной нами теоремы, относительно сравненїй вида 

2""—А ==0 (мод. р), выводимъ слЬдующую: 


39. Теорема. Сравненіе 2" + 1 == 0 (мод. р) не имъеть pr- 
шенія если р —1, по освобожденїи оть общихь множителей 
сь т, приводится къ числу нечетному. Въ противномъ случат, 
это сравненіе имъеть w рњъшеній, если р—1 и т имъют% ob- 
шим» наибольшимь дњлителемь о, и эти ръшенія найдутся изъ 


сравненія 2° 4- 1 == 0 (мод. р). 
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Towarzystwa Naukowego Warszawskiego | 


— 0 — 


” 


Доказательство. По теоремЬ 38, для возможности сравне- 
нія 2% +1==0 (N00. р) необходимо, чтобы удовлетворялось 
сравненіе 


т 


(4) 9 =1 (мод. р); 


-1 
а это не можеть имЪть мБета, если Е число нечетное; ел®д. 


частное отъ дБленія р—1 на о, общій найбольшїй дфлитель 
чиселъ M и р — 1, должно быть числомь четнымъ. Если-же 


› р-1 


—„ Число четное, то условіе 
2—1 

(—1) ® =1 (мод. р) 
выполняется, а въ этомъ случаЪ, по доказанной нами теорем%, 
еравнене z” -+ 1==0 (мод. р) иметь о рЪшеній и эти рь- 
mesia найдутся изъ сравненія 29-4--41)-2-0 (мод. р), гдЪ 
п есть. число, удовлетворяющее еравненію 

т, — 0—1 

2-1 (ход. Fa ). 


Но такъ какь въ послЪднемъ сравненш модуль—чиело YET- 
ное, а вторая часть не дЪлится на 2, то и первая должна быть 
числомь простымъ съ 2. Откуда елБдуеть, что л число He- 
четное, а потому сравненіе 2° — (—1)" == 0 (мод. р), которымъ 
опредЗляются рБшенія серавненія 2” + 1 == 0 (мод. р), при- 
ведетея къ такому 


29 +1—0 (мод. р). 


Такъ убЪждаемся мы въ справедливости предложенной на- 
ми теоремы. 
На основанїи этой теоремы, мы заключаемъ, что еравненіе 


xi 4-1 = 0 (мод. 18) 


не numbers рЬшенїя: ибо общій наибольший дВлитель 4 и 13—1 
есть 4, а частное отъ дБленї 13—1 на 4 есть 3, число не- 
четное. Напротивъ, сравненіе 
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— 102 — 
29 4-1 = 0 (мод. 13) 


имБеть три рёшеня: ибо общій напбольшій дБлитель 9 и 138—1 
есть 3, а 3, для 153—1, даетъ въ частномъ число четное 4, 
и р5шен1я этого сравненія найдутся изъ сравненїя 


234-12 0 (мод. 13). 


$ 33. До сихъ поръ мы говорили о сравнени 2" — А == 0 
(мод. р), предполагая р числомь простымъ. Обращаемся теперь 
къ TMD случаямъ, когда здЪфеь р число составное. Мы пред- 
положимъ р числомъ простымъ относительно M и А и дока- 
жемъ, что въ этомъ случаЪ, если можно удовлетворить срав- 
ненію 2” — A= 0, принимая за модуль его какое либо изъ 
простыхъ чиселъ, входящихъ въ составъ р, то ему можно удо- 
влетворить и при модул% р. 

Мы начнемъ съ частнаго случая, предположивъ, что р== а", 
TAB œ какое нибудь простое цфлое, недћлящее m a А, и по- 
кажемъ, какимъ образомъ изъ рЬшенїя еравненія x” — А = 
(мод. а) могутъ быть выведены рБшенія еравненій: 


@®—А=0 (мод. a), 2"— А0 (мод. аз), и т. д. 


Пусть будетъ а число, удовлетворяющее сравненію 


®®%— АО (мод. о); 


число а не будетъ дђълиться на а, ибо А, по положенію, не 
длится на а. Для опредЂленія числа, удовлетворяющаго Cpa- 
вненію 2" — А = 0 (мод. a”), положимъ = а + ог и будемь 
искать 2 подъ условіемъ (a 4- 02)" — А ==0 (мод. a), которое 
приводится къ слБдуюшему: 


т (т--1) : 
BE UT ат 2o2 .:.. pap -=0 (мод. а"). 


а" А а-та iagt- 
Но здЪеь a есть общ множитель членовъ сравненія и 
модуля, ибо а, будучи числомь, удовлетворяющимъ еравненію 
д" — А = 0 (мод. а), въ разности а" — А даетъ число крат- 
ное о; во всЪхъ же прочихъ членахъ еравненія и въ модуль 
число х входить множителемъ. Сокращая его, находимъ 
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— 10 == 


а" А “пи, 000—1) : 
ч-на 2+—т о O За... +1 т 0 (мод, о). 
Но такь какь 
т (т—1) 
та 9}—16:24-........ 40074 = (0) (мод. о), 


то предыдущее сравненїе приведется къ такому 


аА 


+ma™— iz = 0 (мод. о). 


Эго сравненїе, будучи первой степени относительно нейз - 
вфетнаго 2, легко рЪшается. Притомъ не трудно убЪдиться, 
что оно всегда имБеть рЪшеніе: въ немъ коеффищенть при 2, 
будучи составленъ изъ произведенія чиселъ т и а простыхъ 
съ а, будетъ число простое съ модулемъ о; въ этомъ же слу- 
yab, сравнене первой степени всегда имћетъ рБшене. 

Итакъ, р-шешемъ сравненія 


ат... 


А 
ж-та! —12 = 0 (мод. а) 


найдется число 2, шо которому число, удовлетворяющее срав- 
ненію 2" — А == 0) (мод. о?), выразится такъ: х = a +- «2. Ilo- 
кажемъ теперь, какимъ образомъ по числу b, удовлетворяю- 
щему еравненію 2" — А- 0 (мод. a”), найдется число 2;, лля 
котораго 2" — А 0 (мод. о). 

Для этого, полагая въ этомъ сравнеши 2 = В+ а’и, BH- 
ВОДИМЪ 

(04-02и)""—А — 0 (мод. a3). 

Разлагая же (0-4-0200)" по биному Ньютона, сокращая већ 
члены еравненія и модуль на х° и опуская члены кратные х, 
кав дЪлали выше, найдемъ, для опредЂленія u, сравнен!е 


®—А O 4 
аз 4-010) u= (мод. а). АУ 
Отсюда опредВлится и. Зная же и, мы опредЬлимь число, дэ 4 
удовлетворяющее сравненїю 2" — А==0 (мод. о"), изъ урав- ч- S 
ненія ж = b -+ о?и, Ф “Ч 
Поступая такимь образомъ, MBI- булийн находить С 3 
сравненій 2" — А == 0 при модулахь Q’, х, и т.д. "Ч ЕУ 
| Q ¥ 
> © 
% 5 
у? $ 
о & 


` 
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Для примЪра, найдемъ рЪшеніе сравненія 2°—2 == 0 (мод. 3°). 
Сначала рЬшаемь сравненіе 2° — 2 == 0 (мод. 3), которое, по 
теорем 38-й, приводится къ слфдующему 


2—25 = 0 (мод. 3), 


ГДВ п ‘опредЪляется условіемъ: 57 == 1 (мод, 2). 

ЗамЪчая, что этому условію удовлетворяеть т = 1, мы для 
рЪшенія сравненія 2° — 2 == 0 (мод. 3) находимъ х — 2==0 
(мод. 3). 

Откуда заключаемь, что 2 есть число, ему удовлетворяющее, 
и для рБшенія сравненія 2° — 2 == 0 (мод. 3?) полагаемъ: 

= 2 = 32, гдЪ 2 опредЪляетея условіемъ 
о 52 
3 


+5 25—12 = 0) (мод. 3), 


HJIH 
104-802 == 0 (мод. 8), 


которое, по сокращеніи на 10, приводится съ слъдующему 
82 == — 1 (мод. 3). 
Между числами, удовлетворяющими этому сравненю, Hå- 


ходимъ 1; принимая ее за 2, мы находимь, что 2+ 32 равно 5, 
и это ра число, удовлетворяющее еравненію 
05—92 == 0 (мод. 82). 
Обращаемся теперь къ сравненію 5х" — А==0 (мод. р), гдЪ 
р какое нибудь число простое съ M и А, ий докажемъ, что если 
р состоитъ изъ произведев1я простыхъ чиселъ Q, В, Ү...... я 
для которыхъ сравненія 
#®—Д = 0 (мод. а), 2—2 = 0 (мод. 8), amA 0 (мод. Т). : 
имфютъ рБшенія; то можно найти рЪшеніе сравненія 
г"-4--0 (мод. р). 
Пусть будеть p = aè В" Үү”... По пріему, показанному 
нами, мы найдемъ числа, удовлетворящія сравненіямъ 


ат А 0 (мод. aè), а®—А =0 (мод. BË), 49-44--0 (мод. 1”)... 
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Пуеть эти числа булутъ М, N, P, ......; по теорем5 13 й, 


BCh чиела, опред®ллемыя сравнешемъ 2== (мод. ой), будутъ 
удовлетворять сравненію 


ат — А == 0 (мод. ол), 


числа, опредБляемын сравненїемъ 2-4 (мод, B"), будуть удо- 
летворять сравненію 


2%. А == 0 (мод. а^ ); 


и т. д. Но въ $ 80 видфли, какимъ образомъ можно найти 
число, удовлетворяющее всЁмъ сравненїямь 


£= М (мод. а), c= N (мод. 89) х= Р (мод. ү')...., 
и CIBI, всфмъ сравненїямъ 
дт—АО (мод. aè), лт АО (мод. 8), а'®—А = 0 (мод. Y’)... 
А такъ какь а, В, ү... различныя простыя числа, то MO- 


: À y 
дули этихь еравненій х , 8”, Y „.... буть Числа относительно 
другъ друга простыя; а въ этомь случа5 эти сравненія, по 
$ 9, предполатаютъ 


т А == 0) (мод. ,م‎ E х 
Такъ, мы найдемъ число, удовлетворяющее сравненію 
xm— А = 0 (мод. арі СОРТ № 
опредзливши число, которое удовлетворяетъ сравненїямь 
а= М (мод. а^), == М (мод. ү"), ж== Р (мод. 8))....... i 
ТАБ М МР... числа, опред%ляемыя условіями 
M™— А == 0 (мод. а); 
№ А = 0 (мод. B”); 
Рт А =0 (мод. ү); 
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0 сравненіяхъ вида а” == А (мод. р). 


$ 34. До сихъ поръ мы занимались изелђдованіемъ тавих, 
сравненїй, которыя заключаютъ въ себ® алгебраическую цБлую 
функцію неизвфетнаго и раземотрБли замфчательнЪйпйя изъ 
этихъ сравненїй: еравненія первыхъ двухъ степеней п срав- 
ненїя двучленныя. Теперь переходимъ къ сравнен1ямъ, которыя 
содержатъ неизвЪфстное показателемъ. Изъ этихъ сравненій 
самое замБчательноё есть а” == А (mod. р), rab р число npo- 
стое, недЪлящее а и A. Этимъ сравненїемь мы теперь и зай- 
мемся. Относительно его легко доказать слБдуюшую теорему: 


40. Теорема. Если число о удовлетворяет» сравненію а? А, 
(мод. р), то ему удовлетворяеть и всякое число, сравнимое съ 
® по модулю р—1. | 


Доказательство. Если 2 сравнимо съ о по модулю р —1. 
то 2--0 дЪлится на р — 1. Называя с частное отъ дЪленіх 
2—9 на р —1, найдемъ 2—0 ==(р—1)с; откуда слбдуеть 


а*—®=аб ')5, 
› 6 кен (7—1)$ arz 
> ; 
Но, по теоремЬ Фермата, a и, елЪд. а сравнимо съ 
1 по модулю р; поэтому 


a“ 1 (мод. р). 


ИмЪя же, по положенію, а“ =A (мод. р), мы, перемноживь 
это сравнене съ предыдущимъ, находимъ 
а: А (мод. р), 


что и елЪдовало доказать. 
Изъ доказанной нами теоремы вадно, что, если сраввевію 
а” == А (мод. р) удовлетворяетъ одно число, то ему удовлетво- 
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ряетъ безконечное множество другихь, еравнимыхъ съ пер- 
вымъ по модулю р — 1. Но sch эти числа, сравнимыя между 
собою ло модулю р—1, мы принимаемъ за одно рЪшеніе срав- 
nenia а” — А (мод. р). Въ этомъ значенін сравнене а” — А 
(мод. р) будеть имЪть столько рЬшенїй, сколько положитель- 
ныхъ чиселъ меньшихъ р — 1 и, CIBA, несраввимыхъ между 
собою по модулю р — 1 ему удовлетворяетъ *). Эти рБшенія 
предетавятся такъ 


Em, 2а, ....,0 == а, (мод. р—1), 


ГД Qi, ©.,,....... @, Суть положительныя числа, меньшія р—1 и 
удовлетворяюшїл сравненію 


ах = А (мод. р). 


Показавши, какъ считаются рЬшенія сравненіял а” — А 


(мод. р), мы приступимъ къ опред$лен1ю числа HX и начнемъ 
съ частнаго случая А=1. 


Относительно сравненія 09-11 (мод. р) легко доказать CIÈ- 
дующия теоремы: 


41. Теорема. Если сравненію а“ = 1 (мод. р) удовлетво- 
ряеть 2= a, то ему удовлетворяет» всякое число кратное а. 


Доказательство. Въ самомъ дЪлЪ, если сравненю a” =1 
(мод. р) үдовлетворлеть х=а, то а == 1 (мод. р). Это же 
сравненіе, по возведени въ какую нибудь степень ”, будеть 


а == 1 (мод. в откуда елЪдуетъ, что пох удовлетворяетъ 
сравненію а” — 1 (мод. р). 


42 Теорема. Ecau сравненію а? = 1 (мод. р) удовлетво- 
ряеть. число о, то ему удовлетворяет» и общій наибольший дњ- 
литель чисель a и р—1. 


Доказательство. Эту теорему легко вывести изъ теоремы 


*) До этого мы доходимъ, повторяя о ръшеніяхъ сравненія a% =A (мод. р) 
тЪже сужденія, которыя дЪлали въ $ 12 при опредфлени числа ръшеній 
сравненія {2—0 (мод. р). 
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35-й, доказанной нами для двучленнаго сравненія 2"—1==0 
(мод. р), по которой число а, удовлетворяющее этому сравненію, 
должно также удовлетворять сравненію 2° — 1 ==0 (мод. р), 
ryb ө общ напбольшій дЪлитель m и р—1 и, CTI., еравне- 
Hie a"—1 (мод. р) предполагаетъ сравнеше а° == 1 (мод. р), 
въ чемъ и заключается предложенная нами теорема. 


43. Теорема. Наименьшее число, за исключеніемь 0, удо- 
влетворяющее сравнено a“ == 1 (мод. р), есть дълитель р—1; 
прочія же числа, ему удовлетворяюиия, суть кратныя IMO- 
10 дљлителя. 


Доказательство. Пусть будетъ х наименьшее число, удов- 
летворяющее сравненю a” == 1 (мод. р); по предыдущей тео- 
pemb, сравненю a” = 1 (мод. р) будетъ удовлетворять общій 
наибольший дїлитель чиселъ & и р —1. Но этотъ дЪлительчи- 
сель р—1 и о, удовлетворяя сравненю а” = 1 (моб. р), дол-. 
женъ быть равенъ о; ибо, въ противномь случа%, онъ бы быль 
меньше а, между тЪмъ KAKS, по положенію, х есть наименьшее 
число, удовлетворяющее сравненію 4” = 1 (мод. р). Итакъ, х 
должно быть дЪлителемъ числа р —1. 

Теперь докажемъ, что BCE числа, удовлетворяюшїя сравне- 
нію a” == 1 (мод. р), суть кратный х. МА этого мы зам чаемъ, 
что, по предыдущея теорем, сравнеше а” == 1 (мод. р) пред- 
полагаеть 09-51 (мод. р), гд% о общій наибольший дЪлитель 
чиселъ L'A р—1. Это же еравненїе BMBCTE съ a* == 1 (mod. р) 
предполагаеть (см. теор. 34) а®'= 1 (мод. р), гд ©’ общ 
наибольший дЪлитель о и о. Но ©' должно быть равно а; HHA- 
че 9, будучи общимъ наибольшимъ дфлителемъ х и о, было 
бы меньше а, и такъ какь ©' удовлетворяеть сравнешю в? = 
1 (мод, р), то мы бы нашли въ о' число меньше о, которое 
удовлетворяетъ сравненію a == 1 (мод. р), что противно по- 
ложенію. Итакь, о равно х. Но мы вид%ли, что о есть общій 
“нанбольшїй дЪлитель 2 и р—1; слфд. а, равное о’, 52148 ГА 
что и слфдовало доказать. 

Тавь, замфчая, что наименьшее число (посл 0), удовлетво- 
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ряющее сравненїю 2” == 1 (мод. 31), есть 5, мы заключаемъ, 
что только числа кратныя 5 будутъ удовлетворять этому ерав- 
неню. _ 

По доказанной нами теорем%, мы заключаемъ, что наимень- 
шее число, удовлетворяющее сравненію а” =1 (мод. р), есть 
одинъ изъ дфлителей р--1 [изъ этого числа не исключаетел 
само 2—1, которое, по теоремЪ Фермата, удовлетворяетъ срав- 
ненію 0” '=1 (мод. р) |, и если это число есть а, то веЪ 
числа, удовлетворяющая этому сравненію, начиная оть 0, пред- 
ставятся такпмъ рядомь 0, а, 2@........‚ откуда видно, что 


суть единственныя числа, удовлетворяющая сравненію 4” = 1 
(мод. р) и меньшія р—1; слЪд., ръшенія сравненм a = 1 
(мод. р) суть 


2-1 i 
00; а а, даа. E (Е — ) (мод. р —1), 


р 0—1 

и число ахь есть Ё--- 
Такь, замЪчая, что наименьшее число, удовлетворяющее 
сравненію 2° = 1 (мод. 31), есть 5, мы заключаемъ, что это 


% 81--1 : 
сравненіе имфетъ сэр Ч ===6 рЪшенй, которыя суть 


20220, х==5, 2292.5, х=3.5, x = 4.5, ю:55.5 (мод. 80). 


Мы нашли, что число рїшенїй еравненія a” = 1 (мод, р) 
опредБляется отношеніемъ р—1 къ «, гдЪ х наименьшее чи- 
сло. удовлетворяющее этому сравненію. Отеюда слБдуеть, что 
это сравнене имЪетъ одно только рЬшенїе, если наименьшее 
число, удовлетворяющее этому сравненію, есть р— 1. 


$ 35. Переходимъ, теперь въ сравненіямъ а? == А (мод. р), 
гдъ А какое нибудь число, недълящееся на р, и докажемъ 
слБдующую теорему. 


44. Теорема. Если сравнению a” == А (мод. р) удовлетво- 
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ряеть Х, а наименьшее число, удовлетворяющее сравнению а”. == 
-4 4. 

1 (мод. р), есть а, то первое импеть Р“ ришенй, которыя 
, , “НИ х , 


суть 


—1 
0 = i DZS Ана, т = )-+Фа,..,ж = № (Е “үд -4) a (мод. р—1). 


Доказательство. Если » и х удовлетворяють сравненіямъ 
а“ = А, х= 221 (мод. р), то а = А, a = 1 (мод. р). 


Возведя 065 части послїдняго сравненія въ какую нибудь 


степень n и перемноживъ его почленно съ а^ — А (мод. р), 
находимъ 


-+ 
NS А (мод. р). 


Откуда яено, что ^- па удовлетворяетъ сравненн a = А 
(мод. р), какое бы ни было пфлое число N. 


Не трудно также убЪфдиться, что, ЕромЪ чисель вида Х--0/, 
нфтъ другихъ способныхъ удовлетворить сравненію а” = А 
(мод. р). | 

Въ самомъ д®л%, если @ = А (мод. р), то a” = aè (мод. р); 
ибо, по положенію, Х удовлетворяеть еравненію PNS 
(мод. р). Но, сокращая сравнеше a? == aè (мод. р) наа”, нахо- 
димъ а^ ==] (мод. р), что, по 43-й теорем%, предполагаетъ д®- 


лимоеть 2 — À на а равнымъ N, находимъ 2 — \ = от и елд. 
2-34-00. 


Итакъ, числа, удовлетворлющя ераввенію аА (мод. р), 
опредъляютея формулою s=)+an, гдЪ п какое нибудь число. 


: р—1 
Но эта Формула при значеніяхъ я, сравнимыхъ по модулю БО, 
даетъ числа сравнимыя между собою по модулю р—1, и обрат- 

. | р—1 
но, при двухь значеніяхъ N, несравнимыхъ по модулю Р, зна- 


uenia ^-+ an будутъ также несравнимы. Въ этомъ мы убБж- 
даемея, замЪтивъ, что сравнене \ + ап A+an' (мод. р — 1), 
по уничтоженіи À и сокращеніи х въ 0бБихь частяхъ еравне- 
нія и модулЂ, приводится къ елБдующему 
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= и’ (oa 9 


х 


р-1 


Но по модулю —= BCE числа сравнимы съ однимъ изъ 


слБдующихъ 


которыя несравнимы между собою; слЪд. већ чиела, опредћ- 


ляемыя формулю 2--3-4-ал, будутъ сравнимы по модулю р—1 
съ однимъ изъ чиселъ 


3, Ана, ХБ20,..... ‚ +a ? —1) 
a 


сами же они другъ еъ другомь будутъ нееравнимы. А потому 
веБ числа вида Хал, или, что одно и тоже, удовлетворяющія 
сравневію a" == 4 (мод. р), опредВлятся сравненїями 


р-1 
2-01,8:5144,8:51424,..,25:144 (221—1) (мод. р—1), 


п эти еравненія BCE различны между собою; откуда и слБдуетъ 
предложенная нами теорема. 

Такъ, замЪчая, что сравненію 2° == 13 (мод. 17) удовлетво- 
ряетъ 2--6, наименьшее же чпело, удовлетворяющее сравне- 
нію 25-01 (мод, 17), есть 8, мы завлючаемъ, что сравненїе 


27—13 (мод. 17) имЂетъ шээж , или 2 рВшенїя, которыя суть 
5—6, x = 6-+8 (мод. 16). 


3 36. На основаніи доказанвой нами теоремы, число р®- 
шеній еравненїя a" — А (мод. р), въ случа’ его возможности, 
опредВляетея числомъ рБшепій сравненя û 1 (мод. р). 
Теперь мы раземотримъ особенно тоть случай, когда еравненіе 
ад == 1 (мод. р) имЂетъ одно рБшеніе, и сл$д. наименьшее чи- 
сло, удовлетворяющее сравненію а“ = 1 (мод. р), есть р — 1. 
Въ этомъ случаћ, число @ получаеть названіе первообразнаго 
корня числа ри a” — А (мод. р) особенно замБчательно по 
своимъ приложеніямъ. Этимъ еравненіемъ мы теперь и зай- 
мемея. Относительно его мы докажемъ слїдуюшую теорему: 
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45. Теорема. Если а есть первообразный корень числа р, 
и А не дълится на р, то сравненіе а == А (мод. р) импеть 
одно ръшенйе. 


Доказательство. Въ самомъ дЪлЪ, по свойству первообраз- 
наго корня а, наименьшее число, удовлетворяющее сравненію 
а”=1 (мод. р), есть р—1. Но, въ этомъ елучаЪ, по предыду- 
щей теорем, сравненіе 05-24 (мод. р) иле имћетъ одно pÈ- 
menie, или не имфетъ ни одного. Докажемъ же, что посл днее 
не можеть имЪть мЪета при А недБлящемея на р. Для этаго 
допустивъ, что сравнеше а“ == А (мод. р) не имћетъ рБшенія, 
мы зам5чаемь, что А, не будучи кратнымь р, при дЪлени на 
р даетъ въ остаткЪ одно изъ чисель 


п слЪд. съ однимъ изъ этихъ чисель будетъ сравнимо по MO- 
дулю р. Пусть это число будетъ r. Имя А==7 (мод. р), мы 
изъ сравненія а”-2А (мод. р) выведемъ 07-59 (мод. р), кото- 
рое не будетъ имъть рБшенія: ибо, по положенію, не имБеть его 
сравненіе а” = А (мод. р). Но такъ BAES а число простое сър, 
то а’, а!, Q’ e 09-72 не длятся на р, и CIBA. каждое изъ нихь 


по модулю р сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 
| 1,2,8,....,р-41. 


Откуда елБдуетъ, что BCh p— 1 чиселъ 0, 1, 2,.......,р—2 
удовлетворяютъ какому либо изъ 2—1 сравненїй 


а?=1, а7-:2, а7=8,,...., а®=р—1 (мод. р). 


Но такъ какь одно изъ нихъ есть 05-27 (мод. р), которое 
не имћетъ рЪшенія, то BCE р— 1 чисель 0, 1, 2,......., р—2 
должны удовлетворять остальнымъ 2—2 сравненіямъ, и CHEJ. 
по крайней мрЪ одному изъ нихъ удовлетворяють два числа 
изъ ряда 0, 1, 2,......, р — 2, что невозможно: ибо это предпо- 
лагаетъ въ этомъ сравненін два рЬшенїя. Итакъ, нельзя до- 
пустить, чтобы сравненіе а° = А (мод. р) при А, нед лящемся 
на р, не имЪло рьшенїя, а это и слъдовало доказать. 

На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что если а есть 
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первообразный корень числа р, то для веякаго числа А, недћ- 
лящагося на р, сравненіе а =A (мод. р) будеть имЪть одно 
рБшенїе, и CIBA. будетъ удовлетворятьея однимъ числомъ мень- 
шимь р--1 и не меньшимъ нуля. Такое число называють Ука- 
зателемъ числа А; первообразный же корень а получаетъ въ 
этомъ случаЪ названіе основанія. указателей. Итавъ. чиело х 
будеть указателемъ числа 4, по основанію а, если 7, будучи 
меньше р--1 п не меньше 0, удовлетворяетъ сравненю а? == A 
(мод. р), п въ этомъ случаЪ мы будемъ писать такъ 


x = Ind. А. 


По сказанному нами мы найдемь Ind. А, рБшая еравнешїе 
" — А (мод. р) и выбирая между числами; удовлетворяющими 
ему то, которое меньше р—1 и не меньше нуля. Такь, при од- 
нихъ и тахь же модуль р и основан а мы найдемь одну Be- 
личину для указателя какого либо числа А, недфлящагося на 
р. Обратно зная, что Ind. А=х, мы для опредћленія числа А 
будемъ AMTES еравненіе a= А (мод. р). Но этимь не опре- 
дфляется вполнЪ число А; этому сравненю удовлетворяють 
веЪ числа, сравнимыя съ А по модулю р, и елд. већ они им5- 
OTB одинъ п тоть же указатель. Итакъ, зная указатель Á, мы 
будемъ знать только число. съ которымъ А сравнимо по мо- 
дулю р. Это число опредЪляется сравнешемь А==а” (мод. р), 
при s=Ind А. Пояснимъ это примфромъ. Пусть будетъ р--1. 
Тавь какъ сравненю 37==1 (M00. 7) не удовлетворяють числа 
1, 2, 3, 4, 5, 6, то З есть первообразный корень числа 7. При- 
мемъ же его за основаніе и найдемъ указателей 1, 2, 3, 4, 5, 
которые будутъ также указателями веђхъ чисель, сравнимыхъ 
съ 1,2, 3, 4, 5, 6, по модулю 7. 
Чтобы найти указателя 1, мы должны рёшить сравненїе 
32== 1 (мод. 7). Но ему, очевидно, удовлетворяютъ 0: ел®д., 


Tnd. 1--0. 
Не трудно уб$диться, что и всегда указатель 1 есть 0: ибо 
‚сравненю а7==1 (мод. р) всегда удовлетворяеть 2--0. 


Чтобы найти указателей 2, 3, 4, 5, 6, мы должны рЪшить 
сравненія 32==2, 3*==3, 3*- 4, 3*==5, 3*==6 (мод. Т), я me. 


Чебышевъ. Теорія сравн. 8 
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жду числами, ему удовлетворяющими, найти TB, которыя мень- 
ше 7—1 ине меньше О; а это приводится къ тому, чтобы най- 
ти, которое изъ чисель 3', 3°, 3°, 3°, 3° сравнимо съ 2, 3, 4, 5, 
6 по модулю 7. Но такъ вакъ эти числа равны 


8, 9, 27, 81, 248, 
и остатки отъ дЂлевія ихъ на 7 суть 


3, 2, 6, 4, 5: 
то мы заключаемъ, что 
8-3, 8° 2, 87:550,/85::54, 89::5 (9409,7). 
CBI. 
Ind. 8—1, Ind. 2—2, Ind. 6—3, Ind. 4—4, Ind. 5--5. 
Отсюда для опредВленїя указателей чиселъ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
по модулю 7, и основанїю 8, выходитъ такая таблица 


та. 1—0, Ind. 8--1, Ind. 5—5, ` 
Ind. 9--2, Ind. 4—4, Ind. 6—38. 


По этой таблиц мы находимъ указателей всякато числа А. 
простаго съ 7, замЂчая, что такое число будетъ сравнимо по 
модулю 7 съ однимъ изъ чисель 1, 2, 3, 4, 5, би, слћд., съ 
этимъ числомъ имфетъ одного указателя. Tars, для опредЪле- 
нія указателей 20 И--18, мы находимъ, что по модулю 7 эти 
числа сравнимы съ 6 и 3. Откуда елБдуетъ 


Ind. 20--1н4. 6—3, 1и4Ф,--18--104. 8--1. 


Для опредбленїя чисель по данному указателю мы преды- 
душую таблицу расположимъ такъ: 
0--1и4. 1, 9--1и4, 9, 4--1и4, 4, 
1--104, 8, 3=Ind. 6, 5--1и4. 5. 


По этой таблиц мы найдемь, какое изъ чисель 1, 2, 8, 4,5 
им®етъ данный указатель. Такь найдемъ, что указатель 3 при- 
надлежитъ числу 6. Откуда заключаемъ, что BCE числа, AMO- 
щія указателемъ 3, по модулю 7 и основан ю 3, сравнимы съ 6 
по модулю 1. i 

Изъ сказаннаго нами видно, что составлеше таблицъ указа- 
телей не представляетъ никакихъ затрудненій, когда найдены 
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первообразные корни. Но какъ найти AXP — мы покажемъ BUO- 
слБдетвін. Теперь же мы займемся изложеніемъ свойствъ YEA- 
зателей, на основаніп которыхь таблицы яхь могутъ быть упо 
требляемы съ чрезвычайною выгодою при рћшеніп многихъ 
вопросовъ Теорія чиселъ. Въ концЪ этой книги помБшены таб- 
лицы указателей для модулей меньшихъ 200. ОнЪ заимствова- 
ны нами изъ лекцій Алгебрическаго и Транецендентнаго Ana- 
лиза Г-на Академика Остроградскаго. Таблицы подъ буквою 
Г служатъ для опредЬленїя указателей по данному числу; таб- 
лицы же подъ буквою № по данному указателю служатъ для 
опредЪлешя чиселъ. Въ тахь и другихъ таблицахъ данное 
(будетъ ли это указатель или число) разбивается на десятки и 
единицы; единицы находятся въ верхней строкЪ, десятки въ 
крайней лЪвой; искомое же находится на одной вертикальной 
съ единпцами и на одной горизонтальной съ десятками. 


Такъ, чтобы найти указателя 167 по. модулю 193, мы въ. 
таблиць HOD буввою Г для модуля 193 ищемъ въ верхней 
строкЂ 7, а въ крайней слЪва 16; число же на одной горизон- 
' тальной съ 16 и на одной вертикальной съ 7 есть 101; это п 
есть искомый указатель 167. Обратно, желая опредЪлить при 
томъ же модулЬ и основаніи, какія числа имфютъ указателемъ 
101, мы въ таблиц5 подт буквою № въ верхней строк ищемъ 
1, въ крайней 10; соотвътетвующее HMB число въ таблицћ 167. 
Откуда заключаемъ, что числа. имБюшїя увазателемь 101, срав- 
HIMN съ 167 по модулю 193. 


$ 37. Займемся теперь изслЬдованїемь свойствъ указателей, 
на которыхъ основывается употребленїе пхь таблицъ. 


46. Теорема. При модуль р указатель произведенія nm- 
сколькигъ чисель сравнимъ съ суммою иль указателей по Mo- 
dymo р—1. 


Доказательство. Пусть будеть А, Р, С,... данныя числа и 
û, Û, i'u ихъ указатели по модулю P и оенованію а, по свой- 
ству указателей будетъ a= А, а" = В, а" == О... (мод. р) 
Перемножая эти сравненя между собою, найдемъ 


%- 
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44-1--4!--..... 
а = АВС...... (мод. р). 


І 
Но если 1 есть указатель ABC... то а = АВС... (мод. р) 
Изь этого же сравненія и предыдущаго выходитъа 27 


1 Р 
=а (мод. р), что, по сокращеніи на а, даеть 


ЪТ 
a "куол, (мод р). 


Итакъ, число iii" ~... — I удовлетворяеть сравнении 
а” ==1 (мод. р), а это, по теорем 43-й, предполагаетъ, что это 
число есть кратное наименьшаго числа, удовлетворяющато срав- 
ненію a” == 1 (мод. р), которое, по свойству первообразныхъ 
корней, есть р—1. Сл$д.. разность 7-4-4-4-07-Ы..-/ дЪлитея на, 
р—1, а это выражается сравненіемъ 

IÆ ii"... (мод. p—1), 
что и ел®%Ъдовало доказать. 

Такъ, по модулю 199 и основанію 127, находимь Ind 2=194, 
Ind. 5=6, Ind. 19--11, слЪдовательно Ind. 2. 5. 19::194--6, 
11 (мод. 198), или Ind. 190 = 211 (мод. 198). | 

ЗамЪчая, что число меньшее 198 и сравнимое CS 211 по мо- 
дулю 198 есть 13, мы заключаемъ, что Ind. 190 = 13. Taks. 
мы можемъ всегда найти указателя соетавнаго числа, зная ука- 
зателей простыхъ чисель, входящихъ въ составъ его. 

На основанїй доказанной нами теоремы мы заключаемъ, что 
указатель степени сравнимъ по модулю р — 1 съ произведе- 
ніемъ показателя степени на указателя корня. Въ бамомь ÉIS, 
мы нашли, что 

Ind. АВС..... == Ind. Ач-1:4. В--114. С.... (мод. р—1). 


Предполагая здБеь A=B = (=......... п вазывая 7! число ЧИ- 
селъ А, Р, С......, мы находимъ 


Ind. A” == п. Ind. А (мод. р—1). 


Тавь, при модул% 199 находимь Ind. 23==3 Ind. 2 (мод, 198). 


Но Ind. 2 есть 194. Caba. Ind. 22:::3 194 == 582 (мод. 198). 


47. Теорема. Если x удовлетворяет» сравненію Аз" == В 
(мод. р), 10m Аи В числа, недњлящіяся на р, ир число простое, 
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то указатель 2 удовлетворяет» еравненію п. Ind. x= Ind. В 
— 14. А (мод. р—1). 


Доказательство. Такъ RAES два числа, сравнимыя по MO- 
лулю р, имћютъ одного указателя при TOMB же модул, то изъ 
сравневія Ах" — В (мод. р) выходитъ Ind. Ах” = Tnd. В. 

Но, по предыдущей теоремЪ, Ind. Ax” по модулю р—1 срав- 
пимъ съ Ind. А-- Та. x”, а Іпа. 2" сравнимъ съ n Ind. а: елћ- 
довательно, Ind. А--п Ind. x= Ind. В (мод. р— 1; откуда BH- 
ХОДИТЬ 

п. Ind. c = Ind. B—Ind. A (мод. р—1), 


что и саЪдовало доказать. 


На основанїи этой теоремы, легко рБшаютея BCh еравненія 
вида Ах" == В (мод. р) при р простомъ и А и В нед$лящихся 
на р. Сюда относятся сравненя первой степени, сравнения BTO- 
рой степени вида 2° =Q (мод. р) и веб еравненія двухчленныя. 

Начнемъ съ приложенія этой теоремы къ сравненіямъ пер- 
вой степени. Если данное сравнеше есть Ax == В (мод. р), то, 
на основан!и предыдущей теоремы, найдемь 


Ind. x= Ind. B—Ind. А (мод. р—1). 


ЗамЪчая, что Ind. 2 не можетъ быть менБе 0 и borbe p—2 
мы изъ этого еравнен1я найдемъ его величину, опред$ляя HAH- 
меньшее положительное число, сравнимое съ Ind. В—Тпа. А 
по модулю р—1. Найдя указателя 2, мы по таблиц найдемъ 
число, съ которымъ 2 сравнимо по модулю р: это и будеть 
искомое рБшеніе. 


Tars, для рьшеня сравнгвія 
105 =9 (мод. 11) 
находимъ Ind. x = Ind. 9 — та. 10 (мод. 10). Но изъ таблиць 


указателей видимт, что Ind, 9=6, Ind. 10= 5; 


откуда выходитъ 
Ind. x == 6—5 = 1 (мод. 10), 


и, слБдовательно, Ind. x = 1. Но Ind. 2 = 1 соотзЪтствуетъ 
2=9, елЬд., 2 == 2 (мод. 11). 
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Для pbmenia еравненія 2° == 9 (мод. р), мы изъ предыдущей 
теоремы выводимъ 2 Ind. x == Ind. q (мод. р—1). 

Предполагая здфеь р чиеломъ нечетнымъ, мы замЪчаемъ, 
что коёФФИШНТЬ искомаго Ind. х и модуль имфютъ общимъ 
наибольшимъ дЪлителемъ 9. Изъ этого, по теоремЪ 18-й, мы 8с- 
ключаемъ, что сравненіе и селд. 22-20 (мод. р) не им$ютъ 
рьшенїя, если Ind. 9 не дЪлится на 2. Въ противномъ случа’. 
по теорем 19.й, сравнеше 2 Ind. х = Ind. q (м0д.т-1) б\- 
деть имЪть два рЪшенїя и, слЪд., найдется два числа въ ряду 
0, 1, 2,..., р—2, ему удовлетворяющая. Эти числа будутъ зна- 
ченія Ind. х и по HAMS мы найдемъ два рБшенія еравненія 
x? = q (мод. р). | 

Для примфра возьмемь сравнеше 2° == 10 (мод. 101). РЪ- 
mesie его приведется къ сравненію 2 Ind. = == Ма, 10 
(мод. 100). 

Но по таблицамъ находимъ Ind. 10=25, что на 2 не дБлитея, 
слЂд. это еравненіе не имфегъь рБшенїя, ДЪйствительно, опре- 


8 УМ 
дБляя зваченіе (хот), находимъ 


(8)-(8(89--04)--02)--(9)--а 
что обнаруживаетъ невозможность сравненія 2° == 10 (мод. 101). 


Для другаго прим®ра возьмемъ сравненіе x? == 30 (мод. 107). 
РЪшене этого сраввенія приводится къ такому 2 Ind, ж = Ind. 30 
(мод. 106). 


Но Ind. 30 есть 80, чиело четное. СлБд., это сравнеше 
имфеть рБшеніе. 


РБшая сравненіе 
2 Ind. х = 80 (мод. 106), 
мы находимъ, что напменьшія числа, ему удовлетворяющія, суть 
40 и 93. Олфд., Ind. х=40, Ind. 2—93. 
Но эти показатели соотвБтетвуютъ числамъ 64 и 43. Сл$д., 
рЪшенїя еравненія 2° == 30 (мод. 107) суть 


æ= 64, х==43 (мод. 107). 
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Обращаемся теперь къ рБшенїю двучленныхъ сравненій "=P 
(мод. р). 
РЪшеніе этого еравненія, по предыдущей теорем%, приво- 
дится къ ел5дующему 


n. Ind. x = Ind. В (мод. р—1). 


По теорем% 18-0й, это сравненіе будетъ невозможно, если 
общій напбольшій дВлитель чиселъ n и р—1 не дълитъ Ind. Р, 
слЪд., въ этомъ случаЪ, сравненіе 2" = В (мод. :р) не имЂетъ 
рЪшенія. Если же общий наибольший дфлитель n и ф-—1 есть 
о, и о дБлитъ Ind. В, то еравненіе 


п. Ind, x == Ind. В (мод. р—1), 


по теорем 19-й, имЪетъ о рБшеній. Откуда выходить о pas- 
личныхъ значенїй Ind. x, и сл$д. о рБшеній сравненїя 2" == B 
(мод. р); все это подтверждаеть намъ 38-ю теорему, но кото- 
рой сравнеше 2" == В (мод. р) или не имБеть ръшенія, или им%- 
етъ HX столько, сколько единицъ въ общемъ наибольшемъ Mb- 
лителЪ чиселъ n и 2—1. 

Для прим%ра, возьмемъ сравненіе x’? == 17 (мод. 127). Для 
рьшенїя этого еравненія выводимъ 


12 Ind. z= Ind. 17 (мод. 126). 


Находя для величины Ind. 17 число 118, которое не mb- 
лится на 6, общаго наибольшаго дЪлителя 12 и 126, мы за- 
влючаемъ. что сравнеше 12 Ind. s= Ind. 17 (мод. 126), и, 
слЪд., сравнен!е 

«1? = 17 (мод. 127) 
не имБегь рЪшенія. 
Для другаго примфра, возьмемъ сравнеше 2'° == 38 (мод. 127). 
Изъ этого сравненія выходитъ 12 Ind. ж == Ind. 38 (мод. 126), 
или 12 Ind. 2:::60 (мод. 126). | 


ЗдЂеь 60 дЪлится на 6, общій наибольшій дЪлитель чиселъ 
12 и 126. Сл%д., это сравненіе имЗеть 6 рЪшеній; эти рЬше- 
нія мы найдемъ по 19-й теорем%, сокращая въ предыдущемъ 
сравнени модуль U 065 части на 6. Это даетъ намь 2 Ind. x 
== 10 (мод. 21). 
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_ РЪшая это сравнеше, мы находимь, что наименьшее число, 
ему удовлетворяющее, есть 5. Откуда для рБшенїя сравненїя 
12 Ind. 2 == 60 (мод. 126) выходитъ 


Ind. х= 5, Ind. т = 26, Ind, £x = 41, 


Ind. х == 68, Ind. 2 == 89, Ind. ж == 110.) (мод. 126). 


Изъ этихъ же сравненїй слћдуютъ такія 6 значенїй Ind. x 
| 5, 86, 47, 68, 89, 110. 
Но этимъ указателямъ соотвфтетвуютъ числа 
65, 30, 92, 62, 97, 85. 
СлЪд., рЬшенїя сравненія 2'° = 17 (мод. 127) суть 


x = 65, x = 80, 2 = 92, x = 62, х = 97, x = 35 (мод. 126). 


$ 38. Переходимъ теперь къ опредъленію первообразныхъ 
корней и докажемъ, что всякое число а простое съ р п HCY- 
довлетворяющее сравненіямъ 


а“ =Бат?т Ев ТЕ Ь,... (№09, 9), 


TXB а, В, 1,.... суть простыя числа, входящія въ составъ р— 1, 
есть первообразный корень числа р. | 

Мы видБли, что а будеть первообразнымъ корнемь числа р, 
если сравненіе 07-01 (мод. р) не удовлетворяется числомъ 
меньшимъ р—1. Покажемь же, что это будетъ имЪть мЪето въ 
сдБланныхъ нами предположеніяхъ. Для этого мы допустимъ 
противное и обнаружимъ несообразность его. 

Если еравненіе а“ — 1 (мод. р) удовлетворяется при 2 <р—1, 
то, по теорем® 42-й, удовлетворяется сравнеше а° = 1 (мод. р), 
гд о общій напбольшій дФлитель чисель р—1 и =, п слЁд. 


о меньше р--1. Поэтому, дробь 2-1 приведетея къ цфлому 


числу, превосходящему 1. Но въ составъ этого числа могуть 
входить только числа х, В, 7,..... ‚ Входящія въ составъ р —1; 


í —1 
олдов, одно изъ чиселъ а, В, Ү,....... дБлитъ частное Е, 
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.р-1 
Пусть же это будеть В и частное отъ дленїл Р оН В пусть 


-1 


ЭЭД. А 
булеть с. Им®л эр — < МЫ выводам 
ti TG 


На оспованін же этого уравневія, мы изъ сравненія a® == 1 
(мод. р), возводя 005 части его въ степень G, находимь 


0-4 


а 8 == 1 (мод. р), 


что противно положенію. 

Итакъ, сравненіе а” == 1 (мод. р) не можетъ удовлетворяться 
при 2 < р—1, а потому а есть первообразный корень числа р, 
что и слїдовало доказать. 

На основаніи этого, не трудно доказать слБдуюшуүю теорему: 


48. Теорема. Если для а невозможны сравненія 2“ == а, 
= ИИ (мод. р), 1д»ь а, В, Y, ...... суть простыя 
числа, входящия въ составь р—1, то а есть первообразный ко. 
рень. Въ противном» случањ а не есть первообразный корень. 


Доказательство. По теоремВ 38-й, отсутетвіе рьшенїй въ 
сравневіяхъ 2“ =a, 20 =a, 21 = а,.... (мод. р), тдћо, B, ,.... 
суть дЪлители р--1, предполагаетъ, что сравненїя 

рг! 2—1 р-1 
аге «шч нала Т. шү, үү (мод. р) 
не имБють рБшенїя, а въ этомь случа%, какъ доказали, число 
4 есть первообразный корень числа р. 
Напротивъ того, если какое нибудь изъ сравненїй 


удовлетворяется, то имфетъ мето одно изъ сравненїй _ 


р-1 БО р-1 


а 98-16 8- ал БҮХ: 


www.rcin.org.pl 


- 122 — 
и, слЪд., число а не есть первообразный корень. 


$ 39. На основаніи этой теоремы, легко найти веБ числа 
BB PANY 1, 2,3,...-, ‚ р—1, которыя не суть первообразные 
корни. По доказанной нами теорем$, если а не есть первообраз- 
ный корень р, то какое нибудь ‘изъ сравненій 2% == а, 2° = а, 
а = 0,...... (мод. р) пмћетъ рЬшеніе, а это мы узнаемъ по- 
тому, что одно изъ сравненій 


19 == а, 2° = а, 8 а,..., (р—1) а, 
10 — ар а, 88 =й , (2—1 =з; (мод. р) 
1 = а, 21 = 6, 81-с4 ‚ (0—1) = a| 


удовлетворяется, Сл%д., число а, не будучи первообразнымъ KOP- 
вемъ, будетъ сравнимо по модулю р съ однимь изъ чисель 


О нъ МЕ А 
8.8 св : 
ПРОЧ: У.Б: 1"(0=—1)% 
атда. уг. А! омо 


а потому между остатками отъ дБленія этихъ чиеелъ на р най- 
дутея већ числа, которыя меньше р и не первообразные корни 
р. Выкинувъ же эти числа изъ ряда 1, 2, 3, 4,..... ‚ 2—1 мы 
найдемь веБ первообразные корни, меныше р. Что же ка- 
саетея до чиселъ, которыя превосходятъ р и имютъ свойство 
первообразныхъ корней, они, какь не трудно убЪдитьея, бу- 
дуть сравнимы съ первыми по модулю р; мы на нихъ не бу- 
демъ останавливаться, потому что они ничего особеннаго не 
представляютъ и, говоря о числЪ первообразныхъ корней р, мы 
будемъ разумЪть только TÉ, которые меньше р. 

Приложимъ сказанное нами въ опредленію первообразныхт 
корней числа 13. Такъ вакъ въ составь 13—1 входятъ 2 и 
3, то въ ряду 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 веб числа, oT- 
личныя OTB остатковъ дЪлен!я 

12, 22, 83, 43, 52, 6°, 73, 83, 9°, 10°, 11°, 12°, 
12, 95, 85, 43, 53, 6: 73, 83, 93, 103, 113, 188, 


на 13 будуть первообразные корни. 
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Бала UES NA BG 1 8), 97,102, 11°, 127 ва 19, 
мы находимъ такой рядь остатковь 


1, 5, 4, 9, 3, 12, 10, 10, 12, 3, 9, 4, 1; 
дЪля же 1°, 2°, 4°, 53, 63, 7°, 83, 10°, 11°, 12° находимь остатки 
1, 8, 1, 12, 8, 8, 5, 5, 1, 12, 5, 12. 


Исключая изъ ряда 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 чи- 
сла равныя этимъ остаткамъ, находимъ, что первообразные 


корни числа 13 суть 
2,077, 11, 


$ 40. Повазанный нами способъ опредБленіл первообраз- 
ныхъ корней, замБчательный TMS, что даетъ већ эти корни, 
становится почти не выполнимымъ, когда ищутъ первообраз- 
ные корни числа довольно большаго. Въ этомъ случа%, легче 
бываетъ найти одинъ изъ первообразныхъ корней (чего для 
насъ, какъ увидимъ, совершенно достаточно), пробуя разлач- 
ныя числа возводить въ степени и искать, которая изъ нихь 
сраввима съ 1 по модулю р, числу котораго ищемъ первообраз- 
ный корень. Если, возводя @ вт степени 1, 2, 3,....., мы дой- 
демъ до a ', не найдя между ними числа сравнимаго съ 1 по 
модулю р, мы заключаемъ, что а есть первообразный корень 
числа р. Если же мы найдемъ, что а^=1 (мод. р), гдЪ п, мень- 
ше р—1, то мы убБдимся, что а непервообр:зный корень. Въ 
этомъ случаћ, мы будемъ искать число, котораго наименьшя 
степень, сравнимая съ единицею по модулю р, превосходила 
бы п, и такое число мы всегда найдемъ, поступая слВдующимъ 
образом». 


Мы возьмемъ число изъ ряда 


отличное DTE остатковь дфленія а! а, а?,...... .......8" Бар 
и станемь искать низшую степень его, сравнимую съ едини- 
цею по модулю р. Пусть выбранное нами число будеть Û и 
низшая степень его, сравнимая съ единицею, будетъ m. Не 
трудно убБдиться, что M не будетъ ни равнымъ N, ни BAH- 
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телемъ я: ибо, въ TOMB и другомъ случаЪ, число b удовлетво- 
paro бы сравнению b” == 1 (мод. р), что не возможно по TEO- 
рем 37-й при b” несравнимомъ съ а', а’,....., а"! по MO- 
дулю р и N наименьшемъ числЪ, удовлетворяющемъ сравненію 
ал==] (мод. р). Поэтому, или M будетъ больше n и, CIBA., само 
bD будетъ числомъ, котораго низшая степень, сравнимая съ 
единицею, превосходить N, или M, будучи меньше N, въ CO- 
ставЪ своемъ будетъ заключать множителя, недЪлящаго N. Въ 
послБднемъ случаЪ, мы легко найдемъ по а, b, т и п число, 
котораго низшая степень, сравнимая съ единицею, превосхо- 
дитъ n. Для этаго, мы найдемъ общаго наибольшаго дЪлителя 
чиселъ т ия, и этого дБлителя разложимъ на два множителя 


) n m 
T и с такъ, чтобы чай. Esg были числа относительно другъ 


друга простыя (*); потомь найдемъ значеше a"b®, или числа 
сравнимаго съ нимъ по модулю р. Такого чиела низшая сте- 
пень, еравнимая, съ единицею, будетъ всегда borbe n. Чтобы 
убЪдиться въ этомъ, мы докажемъ, что если 

тс 


N 
с=а b°, е ==1 (мод. р), 


nm 
то N xbiarca на — слЪд., низшая степень с, сравнимая съ 


единицею по модулю р, превосходить N: ибо тс, будучи 06- 


щимъ дБлителемъ M и я, ГДЬ т не BAHT N, будетъ меньше M. 
тл 
мас Л, ==а”}С© 
вэ ГАВ с ==1,с=а"ф 
(мод. p), мы зам%чаемъ, что изъ этихъ сравненій, по ACRID- 
чевіи с, выходитъ 


Чтобы доказать дЪлимость № на 


a rN psN = 1 (мод. р). 


л т 
Возводя-же это сравнене въ степени A с? Находимь 


(5) Чтобы сдВлать такое разложеніе о общаго паибольшаго дЪлитела 
чисель т и N, мы разложимь его на произведеніе простыхъ чиселъ и 
возьмемъ въ составъ п TB простыя числа , которыхъ показатели въ о не 
ниже показателей въ N; въ составъ же с возьмемъ TÈ простыя числа. 
которыхъ показатели въ W не ниже, чфмъ въ M. Что-же касается до 
простыхъ чиселъ, которыхъ показатель въ т и N, и, CIB. въ ш одинь и 
тотъ-же, мы ихъ безь различія можемъ взять вь составъ т или с. 


www.rcin.org.pl 


— 125 — 


nN тт 


ap T =1,a 5 ЬМ® =1 (мод. р), 


Но мы видБли, что M и л удовлетворяютъ сравненіямъ а" == 
1, 6" = 1 (мод. р), велъдетвіе чего предыдущія сравненія при- 


ВОДЯТСЯ ЕЪ 
. всу тт] 


Бет "5815 а 6 Еа (мод. р). 
Әтп-же еравненія, по теоремЬ 43, предполагаютъ. что 


т. 


№ N 
5 дЪлится на т, “^^ двлится на n. ибо n и т суть наи- 


меньшія числа, удовлетворяющія сравненіямъ а” == 1, b”? == 


пс “ян 
(мод. р). Но дфлимость" = на т, —— на т предполагаеть чи- 
n m 
тоо х= 
7 T m 
сла Ж, "ч, или -)--5 ц®лымп. А потому, число — N 
78 TETEN SEE © 
© п 


n п т 
должно длиться на 9 а Число — N должно дфлитьея на Эс 
i m n 
Но эта дБлимость, при = и — простыхъ между собою, предпо- 


лагаетъ дфлимость N на числа — и Ti й, слд., на произве- 


. mn 
дене ИХЬ 7_9 что и имЂли въ виду доказать. 


* Такимъ образомъ, числу, котораго низшая степень, сраз- 
нимая съ едпницею по модулю р, есть N, гдЪ л, меньше p— 1, 
мы всегда найдемъ число, котораго низшая степень, сравнимая 
съ единпцею, будеть превосходить N, и, елЗд., повторяя эти 
прїемы достаточное число разъ, мы необходимо дойдемъ до 
числа, котораго низшая степень, сравнимая съ единицею по 
модулю р, будеть не меньше р— 1; такое число и будеть Mep- 
вообразный корень числа р. 

Для примфра, опред$лимъ по этому способу первообразный 
корень числа 17. Испытываемъ, не есть ли 2 первообразный 
коревь его. Для этого, дБлимъ 2, 2°, 23, 24, 2°, 2°, 21, 2*....... на 
17; въ остаткЪ отъ этихь дЪленй находимь 

1,9, 9, 10:35, 19, 9, 1.44 
Дойдя до остатка 1, который получаемъ при Bein 2° на 
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17, мы оканчиваемт, дВлеше и заключаемъ, что 2 не есть Nep- 
вообразный корень. Посл того беремъ другое чиело меньшее 
17 и незаключающееся между остатками 1, 2, 8, 16, 15, 13, 9 
и пробуемъ, не есть-ли оно первообразный корень. Наимёнь- 
шее изъ этихъ чиселъ есть 3; его мы и беремъ для испытания. 
Д%ля 3, 3°, 5, 85, 3°, 3% 81. 9% 3°, 8 85", 8" Зи, 315, на 
17 и не находя къ остатк®% 1, мы заключаемь, что 3 есть пер- 
вообразный корень 17. 

Для другаго прим®ра, возьмемъ число 73 и найдемъ его 
первообразный корень. Начнемъ испытанїя съ 2, какъ числа 
простБйшаго. ДЬля числа, 2, 2°, 23, 2%, 25, 25, 2), 2-,....., на 
13, мы найдемъ въ остаткћ 17. 

Для другаго примфра, возьмемъ число 73 и найдемъ его 
первообразный корень. Начнемь испытан1я съ 2, KARD числа 
простБйшаго. ДЪля числа 2, 2°, 23, 25, 27 26, 21, 98....... на 13, 
мы найдемъ въ остатк5 


9, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 87 1,........ 
Откуда видимь, что 2 удовлетворяетъ еравненію 
98-21 (мод. 13). 


и, CIBA., 2 не есть первообразный корень. arbe, замфчая, что 
между остатками 2, 4, 8, 16, 32, 65, 55, 37 нЪтъ числа 3, мы 
беремъ его для испытанїя. ДЪля числа 

8, 3°, 83, 8+, 35, 3", 87, 88, 8", 310, 811, 813... 


на 73, находимъ въ остаткЪ 
3, 9, 27, 8, 91, 79, 64, 46, 65, 49, 1...... 

СлЪдовательно, 82-01 (мод. 73). Откуда заключаемъ, что 9 
также не есть первообразный корень числа 73. Но изъ 2 и 3, 
удовлетворяющихъ сравпенїямь 2°== 1, 3'2==1 (мод. 73), мы, по 
сказанному нами, легко составимъ Число, котораго низшая 
степень, сравнимая съ 1 по модулю 72, будетъ больше 12. 

Для этого, мы замЪчаемъ, что общій наибольший дЪлитель, 
9 и 12 есть З и это число, будучи простымъ, въ составъ 12 
входить въ первой степени, а въ составъ 9 во второй; поэтому 
для разложения 3 на два множителя т и с такъ, чтобы 2, м 
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были чиела простыя относительно другъ друга, мы возьмемъ 

к = 1, ç= 3. Велбдотвїе чего 2.3°, или 54 будетъ число, KOTO- 

paro низшая степень, сравнимая съ единицею по модулю 73, 

превзойдетъ 12. ОпредБляя остатки отъ дъленія 

54, 54°, 543, 543, 545, 54°, 547, 54°, 54°, 5410, 5411, 5412, 5413, 5411 5405, 

5415, 541°, 548, 541), 5429, 5421, 5423, 5423, 5423, 5423, 542% 5427, 5428, 
542", 5499, 5491, 5493, 5433, 549), 5435, 5438 


на 79, находимь 


54, 69, 3, 16, 61, 9, 48, 37, 27, 71, 38, 8, 67, 41, 24, 55, 50, 79, 19, 4, 
70, 57, 12, 64, 93, 86, 46, 9, 35, 65, 6, 89, 49, 18, 23. 1. 


Откуда заключаемь, что 36 есть наименьшее число, удовлетво- 
ряющее сравненію 54° == 1 (мод. 73). 

Продолжая искать первообразный корень 73, мы должны 
ввять число, не заключающееся между найденными нами остат- 
ками отъ дБленія степеней 54 на 73. Наимёньшее изъ этихъ 
чиселъ есть 5; его то мы и будемъ испытывать. Возводя 5 
во веБ степени до 72-й, мы не находимъ числа, сравнимаго съ 
1 по модулю 73. СлБдов., наимёньшее число, удовлетворящее 
сравненію 

52 == 1 (мод. 78), 
есть 72; откуда заключаемъ, что 5 есть первообразный корень 73. 

Такимь образомъ, мы найдемъ одинъ изъ первообразныхъ 
корней всякаго простаго числа. Но, когда извЪетенъ одинъ 
первообразный корень числа р, то мы легко найдемъ веб APY- 
Tie. Въ самомъ brb, пусть будетъ а найденный нами перво- 
образный корень числа р, и х, В, 1...... различныя простыл 
числа, входящія въ составъ р—1. Еели А есть первообраз- 
ный корень, то, по теорем 48-й, сравненія 


не должны имЪфть рьшенїя. Но изъ этихъ еравненій выходит", 
а Ind. т == Ind. А, 8 Ind. х == Ind. А, ү Ind. т == Ind. A... (мод. p—1), 


а такъ какъ а, В, 1... суть простыя числа, входящія въ CO- 
ставъ 2—1, то условіе невозможности ихь завлючаетея въ He- 
дБлимости Ind. А на a, В, 1,.... или, что одно и то же, не 
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возможность ихъ условливается т®мъ, что Ind. A чпело npo- 
стое съ р—1. Но еели за основаше указателей мы предпо- 
ложимъ принятымъ извЪетный намь первообразный корень а, по 


А=а Ind. А (мод. р). 


Откуда слЪдуетъ, что число, которое есть первообразный KO- 
рень р, будеть сравнимо по модулю р съ а, возведеннымъ въ 
степень простую съ р—1. 

Такъ, Bch первообразные корни числа 17, по найденному 
нами, 3 опредЂълятея сравненїями 


$ == $, х==33, x= 85, 08°, 0:89, -5851, Х==8!3, 0815 (мод. 17); 
откуда слЗдуетъ, что первообразные корни 17 суть 


8, 10, 5, 11, 14, 7, 19, 6. 


$ 41. На основанш сказаннаго нами, мы замћъчаемъ, что въ 
ряду 1, 2,......, р—1 находится столько первообразныхъ корней 
р, сколько чиселъ меньшихъ р—1 и простыхъ съ р--1. 

Не трудно также вывести это непосредетвенно изъ свой- 
ствъ первообразныхъ корней, показанныхъ нами въ $ 33. Что. 
бы найти въ ряду 1, 2, 3,...., р—1 веб первообразные корни 
числа р, намь стоить только выкинуть отеюда већ числа, RO- 
торыя не могутъ быть первообразными корнями числа р. Но, 
по $ 38, это приводится къ тому, чтобы здћъеь выкинуть BCH 
числа, которыя удовлетворяютъ сравненіямъ 


2—1 - 2—1 p—i 


۹ 


"ЭР ЭРЭ а Ууц" eae (мод. р), 


оао: i простыя числа, входящія въ составь р—1. 
На основанш этого, не трудно сосчитать, сколько перво- 
образныхъ корней между числами 1, 2, 3,..., р —1. Начнем 
съ простБйшаго случая. Предположимъ, что р — 1 дБлится 
только на простое число а, и CIBA. р — 1=а". Въ этомъ слу- 
чав, BC TB. изъ чиселъ 1, 2, 3,..... ., р — 1, которыя не удо- 
р-1 


влетворяють сравненю х 5 == 1 (мод. р), будуть перво- 


Ў 
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образные корни. Но, по теорем 35, между числами 1, 2, 

3,..:, р—1 находится —" чиселъ, удовлетворяющихъ сравне- 
7 

нію 2 “ ==] (мод. р); слЪд..здЪеь веб остальныя 271م‎ 


суть первообразные корни р. Число же р—1—?—ї приводит- 


1 
ся къ (0—1) ( 1 — 1), а это, по 12 теоремЪ, означаетъ, сколь- 
ко простыхъ чисель съ р--1 и меньшихьр--1,ёслир--1--07. 


Обращаемся теперь къ тому случаю, когда р — 1 = а" В", 
тдЂ а, В различныя простыя числа. Въ этомъ случа, мы най- 
демъ BC первообразные корни р между 1, 2, 3,.... р — 1, вы: 
кинувши отсюда чиела, удовлетворяющія сравненіямъ 


: —1 
Но, по 35 теорем%, первому сравненію удовлетворяеть =— 


Hal 
чиселъ меньшихъ р; второму же удовлетворяетъ 28 такихъ 


чиселъ. Притомъ, между этими числами, удовлетворяющими 

сравненіямъ 
| р—1 р-1 

Жр. == 8 == 1 (мод. р), 


булеть Үлү однпхъ и тахь же чпеелъ, удовлетворяющихъ 


сравненію 


2—1 1 
2 aß == 1 (мод. p). 


CIb., различныхъ чисель, удовлетворяюшихь сравненіямъ 


р--1 р-1 
О. 


Е т =Ь# № стаз (мод. р), 


будетъ ие ae ‚ За исключешемъ ихь всЪ числа въ 
ряду 1, 2, 3... р—1 будутъ первообразные корни, и число ихь 


Чебышевъ. Теорія срави 9 
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будетъ р — "1 к ав, или (р-4111--4 -)(1—5) 


Но, по 12 теорем%, извБетно, что (0-1) (1 -1) (1 —3)- 


начаеть, сколько простыхъ чиселъ съ )--1 и меньшихъ 2—1, 
если р — 1 = а"В". 

Подобнымъ образомъ, полагая р — 1 = а"В"ү, р — 1 = 
"В", р— 1 = «"ф”ү”$*с', и т. д. докажемь, что между TH- 
слами 1, 2, 3,...., р — 1 столько же первообразныхъ корней, 
сколько чисель простыхъ съ )--1 и меньшихъ 0—1. 

Каждый изъ первообразныхъ корней р можетъ быть при- 
HATS за основаніе при опредлевіл указателей по модулю р. 
Выгоднфе другихъ принимать TÈ, которые легче возводить въ 
степени и елд. опредВлять по HEMS указателей. Впрочемъ, 
зная указателей по одному основанію, не трудно найти пхъ по 
другому. Пусть будетъ а то основаніе, по которому составлена 
таблица, а b основаніе, по которому хотимъ вычиелить указа- 
теля какого нибудь числа А. Называя указателя А по осно- 
ванію b черезъ 7, для опредфленія 7, будемь имЪть 


А == 02 (мод. р). 


Изъ этаго сравненія мы заключаемъ о равенетвБ указате- 
лей А и b” по какому нибудь основаню а. Изображая этихь 
указателей по принятому нами зпакоположенію черезъ Ind жи 


Ind. 0°, мы HM BEM 
Ind. A= Ind. 57, 


Но, по свойству указателей, Ind. мег Ind. b (мод, p—1). 


СлЪдовательно, 
х. Ind. b= Ind. A (мод. p—1). 


Pmeniemb этого сравнен!я мы найдемь 2. 

Это сравнеше будеть имЪть одно рёшеніе:.ибо, какъвид®%- 
ли, указатель первообразнаго корня будетъ всегда число про» 
стое съ р—1. РЬшивши это сравненіе, мы легко найдемъ NO- 
ложительное число меньше р — 1 п ему удовлетворяющее; это 
и будетъ искомое число 7, указатель числа А при основании 6. 

Для примБра, опред$лимъ указателя числа 25 по основа: 
нію 2 и модулю 29, зная указателей при этомъ MOXY IB по осно- 
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“ванн 10, KAKS находимъ въ нашихь таблицахъ. Называя NCKO- 
мый указатель черезъ V, мы для опредБленїя его выводимъ 


2 Ind. 2 = Ind. 95 (мод. 28). 


Но Ind. 2 = 11, Ind. 25 = 8. Ол%д., 2 опредЗлится еравне- 


н1емъ 
11 2:58 (мод. 28). 


Р®шая это сравненіе, находимъ 
е æ = 16 (мод. 88), 


откуда для величины указателя 25 по основанію 2 получаемъ 10. 


ГЛАВА ҮП. 
0 сравненіяхъ второй степени съ двумя неизвБотныни. 


$ 42. Ло сихъ поръ мы занимались сравненіями, въ KOTO- 
рыхъ одна нейзвБстная, теперь мы будемъ разематривать ерав- 
ненія съ двумя непзвћетными, Зам чательнйпия изъ нихь и 
пмъющія ваиболће приложенїя суть еравневія второй степени 
вида 

2° + Ay? + В== 0 (мод. р); 

ими то мы и займемся теперь. 

Относительно сравненій этого вида докажемъ слБдующую 
теорему: 


49. Теорема. Если р число простое и не дълить А, то 
сравнению 2° Ау’ Б=0 (мод. р) можно вселда удовлетворить. 


Доказательство. Эта теорема очевидна для р= 2: ибо TO- 
гда сравненію z? 4+ Ay? + В == 0 (мод. р) удовлетворяеть 
у= 0, x= В. Также очевидна она, если для какого нибудь 
значевія у суммы 40° -- В обращается въ число кратное р: 


3 
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пбо такая величина у ВмБетЬ съ 2 == 0 удовлетворяетъ ерав- 
nenin a = Ay? + B= 0 (мод. р). 

Докажемъ же теперь возможность удовлетворить этому срав- 
ненію при р > 2 и Ay? -+ В неспособномъ сдЪлатся дБлл 
мымъ на р. 

Въ этомъ елуча®, между веБми значеніями — Ay? — В отъ 
у = 0 до у = р — 1 найдется число, которое будетъ сравнимо 
съ 2° по модулю р; ибо невозможноеть еравненія 


æ? == — Ау? — В (мод. р) 


при р проетомъ большемъ 2 п — Ay? — Б недБляшемся на 
р, вакъ видфли въ ГҮ глав, предполагаетъ сравненіе 


рл 
) 40: — В) "1550 (мод. р), 
это, по раскрытїи скобокъ, принимаетъ такой видъ 


2—1 РЕЯ. Ж лак. 
+A | ур-эыА ° руу, B `° --1==0(мод.р). 


Но этому сравненію не могутъ удовлетворить већ р чпселъ 
| 0, 1, В. р—1; 


0—1 + 
ибо оно степени р —1и А ° коёФФиШенть /” ', состоя 
изъ произведенія чиселъ простыхъ съ р, не дЪлится на P. 

Итакъ, по крайней mbp одно изъ чисель 


не будеть удовлетворять этому сравненію, и такое число 00- 
ратитъ— Ay” — В въ квадратичный вычетъ р. При такомъ же 
значени 4°— В, найдется =, удовлетворяюний еравненію 


2? = — Ау? — В (мод. р), 
откуда и слЪдуетъ предложенная нами теорема. 
Изъ доказанной намп теоремы, какъ частный случай, вы- 


ходитъ, что сравнеше 2° + у? - 1 == 0 (mod, р) имЪеть рЬше- 
nie. 
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$ 43, Остановимся на изел5доваши еравненїя 
22 + Ау? + С=0 (мод. р) 


при С=0. Предметомъ нашихъ изел®дованїй будетъ показать, 
какїя свойства имЂетъ число р, для котораго сравненіе 


x£? + Ау? = 0 (мод. р) 


удовлетворяется какими нибудь числами =, Y, простыми между 
собою. Возможность этого сравненїн намь покажетъ, что число 
р можетъ быть дБлителемъ числа, выражающагося Формулою 
2? -= Ay, rab 2, у простыя между собою. Въ противномъ 
случа%, мы завлючимъ, что числа, выражающіяея этою форму- 
лою, недБлимы на р. Въ первомъ случаЪ, мы будемъ называть 
р дълителемь квадратичной формы 1? Ау* во второмъ, He- 
дълителемь квадратичной формы. Мы покажемъ средетва—по 
данной ФормЪ 2”--4у° находить BCh дВлители ея и нед®ли- 
тели. Эти числа мы будемъ представлять или формулами вида 
тг, гдз г произвольное ц®лое число, или хормулами вида 
аг2--25440-4-007, TRÉ и, о произвольныя цфлыя числа, простыя 
между собою. Первое составляетъ изелБдованія, извБетныя 
подъ именемъ теорій линейныхь дълителей квадратичныхь форм»; 
второе, составляетъ теорію квадратичныхь дълителей read- 
ратичныхь форм». 

Мы начнемъ съ теор линейныхъ дБлителей и докажемь 
слЗдующую теорему, которая служитъ основаніемъ ея: 


50. Теорема. Если сравнению 2? Ау?==0 (мод. р) ydo- 
влетворяють KAKUL нибудь числа =, у простыя между собою, 
то сравненіе 2° ~ А==0 (мод. р) имъеть рњшеніе. 


Доказательство. Въ самомъ дл, если y и 7, Hé amba 06- 
щаго множителя, удовлетворяютъ сравненію 
ж? + Ау? == 0 (мод. р), 


то у простое съ р: ибо, въ противномъ случа, простое число, 
дЪлящее у и р, дълило бы x и, слЪд.. = имло бы обшаго gb- 
лителя съ у. Но если у простое съ р, то можно найти такое 
число 9, которое будетъ удовлетворять сравненію 
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= 158 же 


уи == (мод. р). 


Это же сравненіе, по возведенїп въ квадратъ 06Бихь частей, 
будетъ 


yu? =x? (мод. р), 
ЧТО ВЪ совокупности съ 


æ? + Ду? == 0 (мод. р). 
даетъ 
у?и? + Ау? = 0 (мод. р). 


Но это сравненіе можетъ быть сокращено на 7°, ибо, BH- 
дБли, число у простое съ р. Такимъ образомъ находимъ 
и? А == 0 (мод. р), 
что и сл$довало доказать. 
Итакъ, возможность удовлетворить сравненію 
x? + Ау? = 0 (мод. р) 
числами 2 и Y простыми между собою предполагает возмож- 
ность удовлетворить еравненію 
и? + А == 0 (мод. р). 
Обратно, когда это сравненіе удовлетворяется, то мы всегда 
найдемъ рБшеніе сравненія 
æ? + Ау? = 0. (мод. р), 
дБлая у = 1, 2 =и. 


1 На основаніи доказанной нами теоремы, не трудно узнать, 
будетъ-ли данное число двлителемъ данной формы, или HBTS. 


8 ь 
Такъ, находя--1 для величины (5) по премамъ, изло- 


женнымъ въ ГУ главћ, мы заключаемъ, что сравненіе и*—8==0 
(мод. 5) не имћетъ рБшенїя. Откуда, по доказанному нами CIÉ- 
дуеть, что при 7 и у простыхъ между собою нельзя удовлет- 
ворить сравнен1ю 

x? — 3y? = 0 (мод. 5), 


или, что одно и тоже, обратить 2° —3у° въ число кратное 5. 
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Также замЪчая, что (=) ‚ при р простомъ вида 4N + 3, 


равно—1, мы заключаемь, что въ этомъ случа% сравненіе и?-- 
1= 0 (мод. 'р) не амћетъ рБшенія; а потому нельзя удовлет- 
ворить еравненію 

2° + y= 0 (мод. р) 


числами простыми между собою. 

Откуда слБдуеть, что никакое простое число вида 4N 3. 
не будеть дБлителемъ чиселъ, разлагаюшихся на два квадрата 
простые между собою. 

Такь, числа 

5--22--1, 10--82--1, 13 = 8° + 22 
17=4? + 1, 25 = 424 32, 96 = 524-1, ad.. 


не длятся на числа 7, 11, 19, 23, вида 4n + 3. 
Напротивъ, зам чая, что (2) есть + 1, если n простое 


число вида 4п + 1, мы заключаемъ о возможности сравненїя 
и24--1:50 мод. р) 


для такихь значений р. Отсюда слЬдуетъ возможность сравненія 


2234-42-50 (мод. р) 


и, елЪд. дЬлимость суммы двухь квадратовь на 7. 

На основаніи доказанной нами теоремы, не трудно показать 
видъ простаго числа р, которое можетъ быть дБлителемъ дан- 
ной формы 2° + 4у°. Мы не будемъ останавливаться на слу- 
ча р--2: ибо 2 всегда дВлить 2° ~ Ау? или при х=1, у=1, 
иди 2 = 0 y= 1. Поэтому, мы теперь будемь предполагать р, 
числомъ простымъ, отличнымъ OTB 2, и въ этомъ предположе- 
нін докажемъ сл5дуюшїя, теоремы: 


51. Теорема. Если А простое число вида 4п--3 и р ne- 


четный дълитель формы 22-- Ay, то (2) =+]. 


Доказательство. Если p есть дЪлитель формы x? Ау» 
то сравненіе 
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x? + Ау? = 0 (модр) 


имЗеть рЬшеніе; а это, по теорем 50-й, предполагаеть воз- 
можноеть удовлетворить сравненію 


u А == 0 (мод. р). 


Разлагая здћеь р на произведеніе простыхъ чиселъ о, В, Yy... 
мы, по $ 30, возможность этого сравненія выразимъ такъ 


64)-459-469-1- 


Изь этихь уравненій не трудно вывести значенія символомъ 


Ө = (2) =1, (1) =1,........ 


Такь, для опредЂленія перваго, мы выводимъ, по доказан- 


нымъ свойствамъ символа (2) въ ІУ глав, что 


о уа алж 
| а-1 А--1 


б) 


Но такъ какъ по предыдущимъ уравненіямъ (7 >) равно 1 


а число А, по положенїю, вида 47-4-3, то изъ этого уравненія 


получаемъ 
142 
(1) Th 


Подобнымъ образомъ выводимь 


(1)-» (1) = 1... 


Перемножая же эти уравненія между собою, выводимъ 


6) (3)----(88-)-н 


откуда замВчая, что афү... = р, ВЫВОДИМЬ 


” 
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что и ел$довало доказать. 


52. Теорема. Если число А простое вида 41-4-1 ир дълитъ 
р-1 


ие. 


) 
42--А2/, (2) -(-1) ° же. G = 1, если р=4т-+-1, и 


(2) = — 1, если р=4т- 3. 


Доказательство. Еели р есть дЪлитель 22--А)/, то 
; 2? + Ау? = 0 (мод. р). 
и, слБд., сравненіе 
. W+ А== 0 (мод. р) 


имфетъ рЬшен!е. А это, какь BABIN, лредполагаетъ 


emie =, (= шаа 


ryb о, В, ү,..... суть простыя числа, входящія въ составь р, 


На основанш свойствъ символа Ө мы отеюда выведемъ 


значения (<), (№), (1 
А 9 А , А , ........ 
"Тавь, для опред%ленія перваго выводимъ 


4-1, 9—1 4—1 


0-6 т ‚е 


Внеся сюда.величину д которая по предыдущему есть 1, 


находимъ 
а—1 А-+1 


(1 )- (Тр: 97 
| а—1,4-+1 
Но А вида 41-61, велЬдетвіе чего (—1) ? * равно 


а-14)42 а—1 а—1 
—— А —— +- ——., 
(0. * или (—1) * Ч, а это равно (—1) *: 
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0-1 
саг АК оп 4 
ибо (—1) ? есть 1. Поэтому, величина, (1) опредЪлит- 


ся такимь уравнешемь 


(1) 56:59 3 


“Подобнымь образомъ выводимъ 


(©) -4-1) F F. (1 Ё =(—1) ея ГИ, 


Перемножая же веб эти уравненія, им®емъ 


ош ланд 


или 
Е ..... м i aimat, Ав 0 не А : у 
А ў ES (— ) , 
гдЪ, замБнивь афү..... чрезь р, находимь 
-1 ша -1 е! 
р ен... 
(2) = 1-9 +s سا‎ 


Но нетрудно убЪдитьея, что 8) 


а-1 —1 —1 
2 + 2 +? 2 
разнятся между собою числомъ четнымъ. Жор самомъ дЪлЪ, мы 


ВИДЬЛИ, что PSARY... я 2 26 иш, что 


иначе представится такъ 


нг ав (142557) (1+2 E) T 


2 


Раскрывая же здЪсь скобки и откидывая члены, ИМБЮШ16 MHO- 
жителемъ 2, находимь 
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ну! 
Йтакъ, это число сь Ер разнится только числомь четнымъ, а 
потому б 
[щей а ДИЙ аел № = 
єй 8-0) *; 


велбдетвїе чего найденное нами выражаніе (2) приводится 


къ такому 
0—1 5 
(3) р 10% | 


что и слБдовало доказать. 


53. Теорема. Если А простое число вида 40-41 и neuem- 


ний дълитель формы 22— Ау, то ( 1) = 1. 


Доказательство. Если р дълитъ 2°— Ау’, то 
— Ау? == 0 (мод. р). 
Эго еравненіе предполагаетъ такое 


и? — А. = 0 (мод. р), 
а отсюда выходитъ 


OL AO 


гБ а, В, ү,..... простыя числа, входящія въ составъ р. Опре- 
: . . % 
дёляя по первому изъ этихъ уравненій значеніе (2) нахо- 


ДЇМЬ 
а—1 А. 22 а-1А-1 


(5) = (2) бо ҮР. чить 
чоо приводится къ равенству 
@-» 
потому что 4=4--1, и елд. а равно четному числу 20. 
_ Подобинмь обравомь находимъ 


(84141213 
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Перемножая же всЬ эти уравненія между собою, найдемь 
(Су 
Но зд®сь произведеше о:37......, равно P; елЪд. 
() =. 
въ чемъ и заключается предложенная теорема. 


54. Теорема. Если А простое число вида 4”--8 и р ne- 


2—1 
р 
четный дълитель формы х°— Ay”, то (1 ) = (—1) 1877 үй, 
| 2 = 1, если р вида 40-41, и (2) = — 1, если р вида 
4т- 3. 


Доказательство. ДЪлимость 2° — Ау” на р предполагаеть 


сравненіе 
— Ау? == 0 (мод. р), 


а это предполагаетъ еравненіе 


u? — А = 0 (мод. р), 
и, ел®д. уравненія 


бшм 


гдБ В... проетыя числа, входящїя въ составъ р. Опре- 
дБляя по этимъ уравнёніямъ (1) НАХОДИМЬ 


15АМ а--14-41 


(онных, 


и, CIBX,, 


а—1 А—1 
потому что (—1) ° ° для 4=4и--3 приводится къ 
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а—1 2—1 Я-А 
(1) 2 К" 2, ра (—1) * ^" равно 1. 
Подобнымъ образомъ находимъ 
| вет ~1 
(1) --(-1) 2 , (=) 2 ух. 
Перемножая же эти уравненія между собою, имфемъ 


О-о 


и, слБд., 


(#.) T © ды: ) ШДЭ ‚шг r ВР ев Т КА 
г. УДС А Л 


Но доказывая 52-ю теорему, нашли 


a у АГА 1 


6-1) ЕГ айы "= <=(—1) 2; 


поэтому предыдущее уравненіе даетъ 


(2) т, 


что п елбдовало доказать. 

$ 44. На основанши доказанныхъ нами теоремь, не трудно 
опредЪлить BCh линейные дЪлители Формь вида 2° + Ay’, при 
А простомъ нечетномъ. Мы видЪли, что нечетные дЪлители 
такихъ Формь опред$ляются пли уравненіемъ 


или уравненіемъ 


смотря потому, будетъ ли въ формЪ 2° + Ду? заакъ +, или —, 
будетъ ли А вида 4n +3, или 47-61, и въ нЪкоторыхъ слу- 
чаяхъ (см. 52 и 54, теоремы, булеть ли инекомое р вида 4%--1, 
или 47-3. 
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Но по способу, показанному нами въ $ 28-мъ, мы легко 


найдемъ BCÉ числа, удовлетворяющія уравненію ( 2) ==] В 


(2) = — 1. РЪшенія перваго, какъ видфли тамъ, ойред5- 
ляются уравненіями 


р=а,+-пА, р=а:+-пА,.".. р--а д1] НПА, 


ә 


TXB n произвольное число, а,, а,,.......ад—1 Остатки отъ ДЭБЛб- 


ә 


ЯМ А-1ү 1 P\ 
нія 1° 25,...., (——) на A. РЪшенїя же втораго Вад. 


опред%ляютея уравненіями 


р= 6 + ПА, р = 5 + пА,...., р= А р А, 


TXB 0,,0,,.....рд_] TB изъ чиселъ 1,2... 4—1, которыя нерав- 


2 
НЫ 0, Mases a А-1, 


Теперь посмотримь, какимъ образомъ каждая изъ этихъ 
Формуль MORETE служить для опредЂленія чиселъ вида 4т--1 
или 4т — 3. 

Для того чтобы число р, опредБляемое уравненіемъ 


р= а+-пА, 
было вида 4% ~ 1, число N должно быть такого вида, чтобы 


сумма а--774 привелась бы къ 4m 4-1, другими словами, 
число N должно удовлетворять еравненію 

а-ч-пА=<1 (мод. 4), 
или 

пА=1—а (мод. 4). 


Это сравненіе всегда бүдеть имЪть одно рђшеніе, потому что 
А нечетное чиело; ръшая его по способу, показанному въ $ 15, 
. находимъ 


”--А(--а) (мод. 4), 
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или 
ъ= А (1—а) (мод. 4). 

Этому сравненію будетъ удовлетворять одно изъ чиселъ 

0, 1, 2, 3. Называя > то чиело, которое ему удовлетворяетъ, 


найдемь 
r= А (1--а) (мод. 4). 


Велъдетвіе чего, предыдущее сравненіе приводится къ Ta- 


кому 
ит (мод. 4), 


откуда для выраженія N выходитъ 
п==4 24-7. 
Внося же эту величину 4 въ уравненіе 


р=пА+а, 
мы находпмъ 
р--442-4-Аг-4-а 


для выраженїя чиселъ вида 4M1, опредфляемыхъь уравне- 
н1емъ | 


р=пА+а. 
“Подобнымь образомъ для чиселъ вида 4т--3 мы найдемъ 
р=4А2+Ат-+а, 


TAB ~ наименьше число, сравнимое съ А (3—а) по модулю 4. 


Такъ, изъ уравненія 
р=пА+а, 


опредБляюшаго одно изъ рїшенїй уравненія 


() =» 


выводятся уравненїя, которыя даютъ одни числа вида 4т-=1, 
или 47-3. 
Не трудно также изъ уравненія 
фа 


вывести другое; которое будеть давать вм®ет% и числа вида 
4т--1 и числа вида 4т-+3, елЪд., ве нечетныя числа. Для 
этаго мы должны будемъ найтн вядъ числа и, для котораго 
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=. г А, же 


сумма ?4--а бүдеть вида 2т--1; или, что одно и тоже, найти 


рьшенїе сравнешя 
пА-на=1 (мод. 2). 


Но это сравненїе приводится къ такому 
пА=1— а: (мод. 2). 
Если а число нечетное, ему удовлетворить и=0, CBX, 
въ этомъ случа его рьшеше будеть 
=0 (мод. 2); 
откуда для опредБленїя n выходить такое уравненіе 
=02, 
Если же л нечетное, то ему удовлетворить N=]. (ибо А 
чпело нечетное), и елд. ръшеніе его будеть 
т=924-1. 
Внося этп значенія n въ уравненіе 
—пА-на, 
мы находимь для опредфленя нечетныхь чисель 
р--8 Аг+а или р--242-4-А-4-0, 
смотря потому будетъ ли а число четное, пли нечетное. 


Поступая такимь образомъ съ важдымъ изъ уравнений, опре- 
дЪляющихъ рЪшен!я уравнений 


()-4()--4 


мы найдемъ для выражена нечетныхъ чисель, удовлетворяющихъ 
условию (5) =1, nan (5) ---1,Формулы вида 2 424-0; для 
выражевія же однихъ чиселъ вида 492--1, или 4-4-3, мы бү- 
демь имЪть Формулы вида 4Аг-на. Этими-то формулами на 
основан доказанныхъ нами теоремъ и опредЪ ляются нечетные 
дЪлители квадратичной формы? 449°. 

Покажемъ это на примїрахь. Положимь, что требуется 
найти BAID нечетныхъ дЪлителей квадратичной Формы 2°4~ 197°. 
Зам чая что 19. есть число простое п вида 47 +3, мы по 
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теоремЪ 51 заключаемъ, что для нечетныхь Длителей этой 
ФОрмы должно быть 

В ا‎ 

(2) = 1. 


Для опред®ленїя чиселъ, удовлетворяющихъ этому уравне- 
нію мы длимь 
1°, 82, 3°, 42, 52, 62, 73, 82, 9° 


на 19; находя въ остаткї 
1, 4, 9, 19, 6, 17/111. 7,56, 
мы заключаемъ, что р, удовлетворяющее уравнен1ю (5) = 1, 
должно представиться какою либо изъ формуль 
19-41, 19-54, 19-69, 19н--16, 19л--6, 1924-17, 19п-+-11, 16и--7, 
19-55. 


Но чтобы эти формулы давали одни нечетныя числа, мы, по 
сказанному нами, Формулу 197--1, въ которой первый членъ 
нечетный, замћняемъ формулою 2.192--1, Формулу 197--4, 
которой первый членъ четный, замняемъ формулою 


2.1924-19-+4, и т. д. 


Такимь образомъ находимъ для нечетныхъ ДБлителей 
42--194" слБдующія Формулы 


2. 1921, 2.192--19--4, 2. 1924-9, 2.192--19--16, 2.192--19-66, 
2.192-417, 2.192--11, 2.1924-7, 2. 1924-5, 


которыя приводятся къ такому воду 


3824-1, 382-55, 882--7, 382--9, 3824-11, 382-+17, 3824-23, 382-25, 
382-35. 


Taks опредБляются већ чиела, которыя могуть дЪлить CYM- 
му 2°-+-190у° при = и у простыхъ между собою. Этимъ MOR- 
но пользоваться при опредЂленія дћлителей данныхъ чисель, 
когда эти числа выражены формулою вида 2°-+-19у°. Напр. 
пусть будетъ дано чиело 2021; такъ KAES оно равно 11°-+-19.10°, 
то длители его, если они есть, должны предетавиться какими 
либо изъ формулъ 

i Чебышевъ. Теорія сравни. 10 
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8324-1, 3824-5, 8324-7, 8824-9, 832--11, 382-17, 882--23, 382-25, 
382-35. 


Но если 2021 имБеть дЪлителей, то по крайней мЪр® один» 
изъ этихъ дћлителей меньше 2021, и, слЪд., меньше 45. Это- 
го-то дЪлителя мы и будемъ отыскивать. 

Первая Формула 882--1 не даетъ его. Она при 2 = 0 
даетъ 1, при 2=1 даетъ 39, что не можеть дЪфлить 2021, ибо 
это число не длится на 3, а 39 въ состав своемъ содер- 
жить 3; при 2=2 и болће 2 Формула 882--1 даетъ числа, npe- 
воеходяпия 45. 

Обращаемся ко второй формул 3824-5. При 2 =.0 она 
даетъ 5, число, очевидно, не дЪлящее 2021, при 2--1 она даетъ 
43; и, пробуя дЪлить этимъ чпсломъ 2021, находимъ, что 48 
есть дЪлитель 2021. 

Для другаго примЂра, опредЪлевя дЪлителей Формь вида 
LT’ FAY?’ возьмемъ форму 2—7? п отыщемъ ея дЪлителей. 

Такь какъ число 7 вида 47-48, то по теоремЪ 54-й, xb- 
лители формы 2° — 77° вида 4т-н 1 должны удовлетворять 


уравненію 
р 
= سے‎ 1 5 


дфлители же впда 4m3 должны удовлетворять уравненю 


®-- 


ОпредБлимъ же теперь числа вида 404-1, удовлетворяю- 
щія уравненію 
"12951, 
í 


п числа вида 4% -+-3, удовлетворяющія уравненію 


(==: 


Чтобы найти числа, удовлетворяющія уравненію 


0-3 


мы д®лимъ 1°, 2°, 3° на 7, находя въ осталкБ 1, 4, 2, мы за- 
ключаемъ, что эти числа выражаются формулами: 
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7п+1, 7+4, 7+2. 


Посмотримь же теперь, какъ выведутея пзъ нихь Формулы, 
опредБляюшїя однЪ числа вида 472--1. 
По сказанному намп, изъ формулы 7714-1 выходимъ 


4. 724-7"--1, 


гдЪ г то изъ чиселъ 0, 1, 2, 3, которое съ 7 (1—1), илт 0 
сравнимо по модулю 4. Это числоесть 0. Олфд., Формула 77:4-1 
для опредЂленія однихъ чиселъ вида 4% 1 даетъ 4. 72 = 4 
или 282-1. 

Поступая также съ формулами 


Тп-ч-4, 7+2, 


мы изъ НИХЬ выводимъ 4.72 + 77 + 4, Ле Tr 4 2, TABT, т", 
суть TE изъ чиселъ 0, 1, 2, 3, которыя еъ 7 (1—4), 7 (1—9) 
сравнимы по модулю 4. Но такія числа суть 3, 1. Ол%Ъд., для 
опредЂлевія однихъ чиселъ вида 4m + 1 формулы 79-64, 
Тп + 2 даютъ 


4.728.744, 4.7247 + 2, 
ИЛИ 
282 + 25, 282 + 9. 


Итакъ, BCh числа, вида 40-1, удовлетворяющія уравненію 


р 
(2) = 


п, слЬд., способныя быть дЪлителями Формы 2°—7у° опред5- 
ляютея Формулами: \ 
282-1, 9824-9, 282-25. 


Переходимъ теперь къ дЪлителямъ вида 4% +3. Они опре- 
дђЬляютея уравненемь 
В \ 
(7) Т 


Чтобы найти рїшенїя этого уравпенія, мы въ ряду 1, 2, 3, 
4, 5, 6 выкидываемъ т, которыя равны остаткамъ отъ Jb- 
леніл 1°, 2°, 3° на 7. Такимъ образомъ, находимъ числа 3, 5, 6, 


х 
пзавлючаемъ, что числа, удовлетворяющія уравненію (2) =— 1, 
* 
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опредБляютея формулами 77-48, 77-59, Ти 6. Преобразовы- 
вая эти формулы въ такія, которыя дають одни числа вида 
4т--3, найдемь 

4.724-77-4-3, 4.724775, 4. 1+72+6, 


TXB 7, 7,7”, TB изъ чисель 0, 1, 2, 3, которыя сравнимы съ 
1(3--3), 7(3—5), 7 (3—6) по модулю 4. ЗамЪчая, что 7—0, 
7, =2, 7,=3, мы заключаемъ, что эти Формулы суть 


4.727 . 0+3, 4.724-7.2--5, 4.727 . 34-6, 
ИЛИ ` 
882-4-3, 282-19, 282-27. 


Итакь, BCE дфлители Формы 2°—7у° вида 4т +1 опре- 


дЪлятся формулами 
982--1, 982--9, 28#25, 


дфлители же вида 472--3 суть 
2824-8, 282--19, 282--27. 


Мы показали, какь опредЬляются дЪлители Формы 22+ Ау? 
при А простомъ, отличномъ оть 2; покажемъ теперь, какъ най- 
дутея дБлители этой Формы, если А равно 2. Для этого мы до- 
кажемъ слЗдующую теорему: 


55. Теорема. Бсљ нечетные дълипели 2-94? суть вида 
8”:4-1 или 870-4-8, ecw нечетные дълители 22—91° суть вида 
8m1 или 8т— 1. 


Доказательство. Если р дЪлитъ 22-42), то 
2?--2у? = 0 (мод. р). 
Но это еравненіе предполагаеть возможность такого 
u+2 == 0 (мод. р), 


и, CIÉ., предполагаетъ уравненія 


A а „(52 Ж. TE) =н... 


TXB а, В, ү, простыя числа, входящія въ составъ р. Посмотримъ 
же, какого вида должны быть числа х, В, \,....., чтобы удов- 
летворялись эти уравнения. 


По свойству символовъ (2), мы находимь 
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Г И. 
= en 


2 
Ho (=) какъ видфли, опредЪляется тавь 
63-34 
H-a: 
а2—1 «-1 —024-40—8 


(J-a ар". 


ДЪлая въ этомъ уравненіп послБдовательно о = 8m + 1 
0.--870-4-3, 0=8т7--5, a=8m—+T, находимъ 


—2 22) ЗЕ (et) = 
(= )-ь 8014-3777 ММ = NSR № 


СлЪд., для возможности уравненій 


(=1) (=) ( 
Ya E E 
необходимо, чтобы числа а, В, ү,....... были вида 8т-н1, или 


87-4-3. А потому р, равное «Ву...., должно быть произведе- 
ніемъ такого вида 


слЪдовательно, 


(8т-+1) (80/-4-1) (8т"-Н1).... (8+3) (8т›»-3).... (8т„+-8). 


Раскрывая же здЪеь скобки и собирая въ одинъ већ члены, 
имфюще множителемъ 8, находимъ, что 


р--8Р--89, 


Если с число четное, 3° == 1 (мод. 8): ибо 3° == 1 (мод. 8). 


Если же с число нечетное, то сравненіе 82-01 (мод. 8), по 


4 в—1 ? 
возведеніи обфихъ частей въ степень -z H умноженш на 8, 


дасть 3° == 3 (мод. 8). Итакь, 3° по модулю 8 сравнимо или съ 
1, или съ 3. Откуда слЪдуетъ, что 3° или вида SN +-1, или 
8М№-+3, а потому число р, опредЗляемое уравненіемъ 


р--8Р--89, 


будетъ или равно 8 (Р--У)--1, или8(Р--1)--3,вьчень 
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п заключается первая часть предложенной нами теоремы. Пе- 
реходимъ теперь къ доказательству второй части ея. 
Если р дВлитель Формы 2°—2у°, то 


4—2 == 0 (мод. р). 
Это же сравнен1е предполагаетъ возможность сравненїя 


ш2—2 = 0 (мод. р), 
п, елЪд., уравненія 


(2) ь(5)= (= Ма 


TXB а, B, 1,.... простыя числа, входящія въ составъ р. Но, по 
теорем 32, изъ этихь уравненій ел®дуетъ, что х, В, Ү,...... 
суть числа вида EM 1, пли 87 — 1, а потому произведене 
ихъ афү..... ‚ равное р, представится такь 


(8т'ч-1) (8т"'-1)..... (Ет —1) (8т»--1)..... 


Но въ разложенш этаго произведен1я, кром® членовъ крат- 
ныхъ 8, будеть или--1, или—1. ОлБД, р должно быть вида 
8т--1, или 800—1, что и ел$довало доказать. 

Показавши, KAKS опредЪ ляются линейные дБлители Формы 
2° + Ау’, при А простомъ нечетномъ и А = 2, намъ остается 
тоже сдБлать для этихъ Формь при А составномъ. Но въ этомъ 
случа линейные дЪлители 2° - Ау” удобнће всего выводятся 
изъ квадратичныхь дфлятелей, къ нимь мы теперь и 06- 
ращаемся. 


$ 45. Выражеше вида аи? + 2040-4-022, TAB а, b, с опре- 
дБленныя числа, и, о неопредћленныя, мы называемъ ввадра- 
тичною Формою. ABÉ квадратичныя формы ан --2010-4005 
аи? + 20'ио =+- C'0”, которыя способны выражать одн% и т%же 
числа, мы будемъ называть тождественными и будемь замЪнять 
одну другою. Tars, Формы ат? + 2рир + 05°, аи? — 26ио = со?, 
различаюшїйся только знакомъ коехищента WW суть тожде- 
ственныя: ибо значенія первой ири и = х, о = В равны зна- 
ченіямъ второй при и = — а, о = В. | 

Изъ этого видно, что знакъ коефФиціента b въ ФормЪ 
au? + 2b + со? можетъ быть всегда перемфненъ п, CIBA. 
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этотъ коёФФИШенть можетъ быть обращенъ въ количество по- 
ложительное: такимъ мы его и будемъ всегда предполагать. 

Число равное /2--ас мы будемъ называть олредљлителемь 
Формы аи? + 2рир -+ Cv. Tars, опредЪлитель формы 3w 10% 
+76? будеть 5—3 .7, или 4; опредБлитель формы 302-1000 
—710° будетъ 53.7, или 46. 

Двъ Формы, пмБющія разныхъ опредЬлителей, мы будемъ Ha- 
зывать подобными. Tars, формы 842--10402--170, 88 + 2 w 
— 0° подобны: ибо какь опредвлитель первой 5°—3.7, такъ 
п опред$литель второй 1°+-1°.3 равны 4. 

Сотласившиеь въ этихь назвашяхъ, мы докажемъ слБдую- 
щую теорему, весьма важную по своимъ праложенїямъ. 


56. Теорема. Если въ формь анд --200-4-002 коеффищенть 
26 превосходить а или с, то эта форма можеть быть преоб- 
разована въ друмую ал2--2//60-4-072, подобную амд--20-4-023, 
20% 2b' не будеть превосходить ни a', ни с'. (*) 


Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы по- 
кажемъ, какимь образомъ при 26 > а, или 26 > с форма аи? 
—=26 и 4- се? можетъ быть преобразована въ другую а 
= 26 1 + CV”, подобную первой, гдЬ численная величина б, 
меньше b. Но такъ какь уменьшеніе численной величины коеф- 
фищента b не можетъ итти Xabe нуля, томы необходимо дой- 
демъ до такой формы аи? -н 2b'w cw’, ГДЬ дальнЪйшее 
уменьшене коеффищента 9 не можетъ имфть мБота и ел®д. 2b' 
не > @ ине > с. 

Чтобы преобразовать Форму аи? = 20ир -+ со? въ другую 
аи? 4 90000 + Сор? Tab бы bo было меньше b, пусть будеть 
а наименьшее изъ двухь чисель аи с (въ случа равенства 
пхъ мы можемъ взять то или другое безъ различія) и ц®лое, 


b 
чпело, которое разнится съ-- не боло какь 1, пусть будетъ 


m: очевидно, т будетъ цфлое число, получаемое при д%ле- 
нін b на а, если остатокъ не превосходить 1 а; въ против- 


(*) 8д®сь мы разумБемь числевную величину а, b, с, а, b', с, не 06- 
ращая вниманін на знаки этихъ количеств». 
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номъ случаЪ, m будетъ цфлое число, получаемое при д%леніп' 
b на а и сложенное съ 1. Полагаемъ wmv = U, и на оено- 
ванйи этого уравненія исключаемъ U изъ Формы 042--20//2-4-0))3, 
Такимъ образомъ находимъ 

а(02—те)2+-20 (07— то) өч-со2, 


ИЛИ 
а02-2 (b—am) Uv + (с*—Фт-нат>?) еэ... 


Не трудно убдиться, что эта Форма подобна 0222-204/0---0, 
и что въ ней коефФиціентомъ Uy меньше 20. Въ самомъ brk, 
опредЪлитель этой Формы есть 


(0--ат)--а (в—2Ьт--ат?) 


что приводится, по раскрытш скобокъ, къ b” — ас, а это есть 
опредВлитель Формы 042--20/02-4-017, 


Съ другой стороны, такъ KAES M выбрано нами подъ усло- 


‹ b 
віемъ, чтобы разноеть = — тбыла чиеломъ, пе превосходящимъ 


1, то 2 (b—am) = 24 (2-8) будеть чиело, непревосходя- 


mee а и потому меньшее 20: ибо мы разсматриваемь Форму 
аг2--2540-4-0:2, Tab 20 превосходить одно изъ чиселъ аи с 
притомъ а или равно с, или меньше с. 


CTA, въ полученной нами ФормЪ 
а(7--9 (5—ат) 764- (а--20т-4-ст2) v? 


коеффишенть средняго члена меньше соотвЪтствующаго ему 
въ Форм 04-4-204(2-4-003, 

Если въ полученной нами форм5 этоть коеффиціентъ пре- 
восходитъ ОДИНЬ изъ коеффищентовъ крайнихъ членовь, то мы 
ее снова будемь также преобразовывать, кавъ преобразовывали 
а? 26-05? и будемъ повторять это преобразованіе до т®хъ 
порт, пока получимь Форму, TÉ такое преобразоваюе невоз- 
можно и, слЪд., средній коёФФишенть не превосходить ни од- 
ного изъ крайнихъ. Напр., пусть будетъ дана форма 310% 
+ 62°. Для преобразовавя ея ищемъ цълоеч псло, которое бы 


5 
съ  разнилось не болЪе кагъ на +, и тавь какъ это число есть 
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2, то дБлаемъ u 2% = U. Внося отеюда величину % въ дан- 
ную форму, находимъ 


3 (7--8:)--10 (0—20) v+6v?, 
что, по раскрыт скобокъ, приводится къ такой Форм% 
3 (7-42(7--2603. 


Въ этой ФормЪ ередній коеФФишенть не превосходить ни 
одного изъ крайнихъ; въ противномъ случа%, мы бы стали ее 
снова преобразовывать. s 

Изъ доказанной нами теоремы мы выводимъ слБдуюшї: 


57. Теорема. Если опредњлитель формы аш --21/40-4-002 есть 
положительное число Г, то она можеть быть приведена къ виду 
аи? 4 26 шо — cv’, 10 ас, 4 0,2 = D, числа а, с, положи- 


7 р 
тельныя, которыя не меньше 20, и b не превосходить = 


Доказательство. Въ самомь дЪл$, по предыдущей теорем%, 
оорма а92--201/2-4-005 преобразовывается въ Форму 


аци?--20,440-4-со07. 


тдЪ 20, не превоеходитъ численной величины ни @,, HA Co, EPH- 

томъ въ этой Форм%, какъ подобной a + 2рир +- cv”, опред®- 
литель будетъ имфть ту же величину D, и, слВд. будеть 

1 *— ас =D. Но при D > 0 это ураввеніе предполагаетъ. 
разность Û, —а,с, количествомъ положительнымъ, что не мо- 

жетъ быть, если а, и с, имћютъ одинакіе знаки: пбо тогда 

произведеше а, с, будетъ количеетвомъ положительнымъ, Npe- 
восходящимъ 0, °, потому что численныя величины а, и е, не 
меньше 20. Итакъ, въ ФормЂ б,2--20,(2--0,0" крайніе члены 

съ противвыми знаками. Положимъ же, что члень MU? есть 
тоть изъ крайнихъ, который им%етъ знавъ ~-, а членъ CoV’ есть 
тоть, который сь--. Называя черезъ с, чпеленную величину с, 

хы будемъ им®ть с, = — с; велћдетвіе чего Форма 


а,и24-20440-4-0007 


п уравненіе 0,2—0, Co=D измЪнятся въ такія: 
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ауи2--20:и0--0102, bhae =D. 


Но по свойству коеффищентовъ этой формы бүдеть 


а не ёс 201, о HO < 20; 


велБдетвїе чего изъ уравненія 


bi? +a c =D 
РЫХОДИТЪ ч 
р не < b,?=-2b,. 20,, не < 50,2, 
а потому 10 
ч 5, не > үг, 
о 


Bors условіе, которому вмЪфетЪ съ условіями 


0, 24-00, =D, ай, не < 20,, с ве < 20, 


будутъ удовлетворять коёФФишентн Формы 


ал420, ир-– C0, 


выведенной нами изъ данной 


аи? ию- съ. 


Тавь убфждаемся въ справедливости предложенной нами 
теоремы. 


58. Теорема. Если опредълитель формы аид--2040-4-005 
есть число отрицательное —), то она можеть быть приведена 
къ виду а,!2--20, wwe v’, 10m а, с, —0,2= Р, количества а, и с, съ 
одинакими знаками и не меньше 20,; притом», 


b, не превосходить ү £, 


Доказательство. Мы Bagban, что Форма а22--2//(р-4007 мо- 
жетъ быть приведена къ виду 0,42--20, wwe v’, гд 20, не 
превосходить ни а,, ни C} притомъ, въ этой Форм%, какъ по- 
добной а—°-- 20и0--со?°, опредЪлитель будетъ имЪть ту-же вели- 
чину— Р, п, caba., 6. °—ас, = — Р. 

Но это уравнеше гдз D число положительное, предпола- 
гаетъ одинакіе знаки въ количествахъ а, C. Притомъ, зам5- 

‚чая, что а; и с, не меньше 20,, мы изъ этого уравненіл выво- 
дИМЬ 
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20. Әр, —0;, 2 не > Л), 
HJU 
80? не > Р, 


р 
п, елЪд., b, не > К. 


Доказавши эту теорему, замБтимъ, что въ разематрвваемомъ 
нами случаЪ Форма AU? + 20,00 -+ CV? можетъ представлять 
положптельныя числа только въ случа%ф а, положительнаго. Въ 
самомъ дЪлЪ, выраженіе aU? -4-20,40--0,0) можеть быль такъ 
предетавлено 

басан! 
а (0+2 т ++? ) 
а это равняется 


а | la EE 2 
1 аг а ә 0 , 


п вел®дствїе уравнения 0,2—0, с, = —- D приводится къ 
Da ды: A 
а: | (и д. v)? + ай?” 


что въ елучаЪ а, отрицательнаго не можеть им®ть значения по- 


b 2 v \? 
ложптельнаго: ибо D > 0, и квадраты ( uto}, (2) не 
1 1 


могуть им®%ть значенія отрицательнаго. 


$ 46. Показавши свойства квадратичныхъ Формъ, необхо- 
димыя намь впослБдетвїи, обращаемся опять къ длителямь 
формъ впда 221 4у?, и докажемъ елБдующую теорему: 


59. Теорема. Всякий дълитель формы 2—4? можеть 
быть представлень квадратичною формою, имъющею опредтњ- 
лителемъ 4. 


Доказательство. Пусть будеть р дълитель формы 2°—@у° 
п Р частное отъ дБленія х°—у° на Р; приравнивая дЪлимое 
произведению д®лителя на частное, имемъ 


22—4у°==рР. 


Здфеь у и Р должны быть числа относительно другъ друга 
простыя: пбо, по эгому уравненію, простое число, д®лящее уп Р, 
дблитъ 2° и CIBA. 2, что невозможно; ибо въ форм$ 2 —dy? мы 


www.rcin.org.pl 


4 188" — 


всегда предполагаемъ X и у неимфющими общаго дЗлителя. 
Но при y простомь съ Р сравненіе 


yt= (мод. Р) 


имБетъ рЬшеніе, и, CIBA., найдется число t, для котораго pas- 
ность у/--2 раздЪлится на Р. Полагая же частное отъ phie- 
нія у!--с на Р равнымъ и, имЪемъ 
За. ЖАН 
28:75 
откуда выходить 
2=уё—ир. 
Внося это выраженіе 2 въ уравнекіе. 


x?—dy ш=рР : 
найдемь 
(yt—uP)’—dy’°=pP, 
ИЛИ 
Р°ц2—9 Руи--(2--4) у?=рР. 
Это уравненіе, по сокращеніи на Р, даетъ 


Г 8-4, 
р--Рид--2уйи4---р У’, 


rab Ё--4 раздфлитея на Р: ибо это уравненїе предполагаеть 
дБлимость (Ё--4) у’ на Р, а у число простое съ Р. Ms» 
этого уравненія мы видимь, что р выражается квадратичною 
формою 


t?—d 
p= Pu?—2ytu+ -5 Y^ 


! | 2—4 
которой коефФиціенты суть Р,—2/, -p И, слЪд., опредЪли- 
я {2—4 
тель ея равенъ #—Р. “эргэ Шли 4, что и слЪдовало доказать. 
Изъ этой теоремы, въ совокупности еъ показанными нами 
свойствами квадратичныхъ формъ, легко вывести слЗдуюцщия 
теоремы: 


60. Теорема. Дълитель 2? — Dy? при D > 0 можеть быть 
представлень формою ай? +- 2buv—cr?, Wm ас = =), числа а 


D 
и с положительныя, не меньше 2b, и b не превосходить ү -. 


5 
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Доказательство. По предыдущей теорем® веякїй дБлитель 
формы 2°— Пу? можетъ быть представленъ Формою 


аи? --204-4-003, 


въ которой опредБлитель 0° — ас будетъ равень D. Но такая 
Форма, по теорем 57-й, можетъ быть приведена къ виду 


аш? + 2buv— ср?, 


гдБ а, b, с удовлетворяютъ уравненію ac+b’= D, числа а, с 
положительныя, которыя не меньше 20; число 0 не превосхо- 


р 
ДИТЪ 22 откуда и елЗдуетъ предложенная нами теорема. 


61. Теорема. 2--09 при D>0 можеть быть представ- 
лень формою аи? -н 2010-4012, 10» ас — b = D, числа а, с 
үр 
положительныя, не меньше 20, и b не превосходить “87 


Доказательство. По теорем 59-й, дВлитель 2° + Dy?’ 
представится формою 


au? + 2buv + cv? 


которой опредБлитель будетъ— Г. Ho такая форма, по теорем 
58 й, приводится къ виду 


ац? + 2bww +- CP, 
TXB ac—b?°= D, численная величина а, с не меньше 20, и b не 


превосходитъ үл Притомъ, а и с будуть имЪть одинь знакь 


который здВеь не можеть быть —; ибо вид®ли въ конц5 mpe- 
дыдущаго параграфа, что въ этомъ случа Формула аи? -- 
2рир-- со? не можетъ им®ть значеній положительныхъ. 

Тавь убЪждаемся въ справедливости предложенной нами 
теоремы. | 

На основанш доказанныхъ нами теоремъ можно показать, 
какими квадратичными Формами выражаются BCE дфлители 
данной формы вида zt Dy’. 

Покажемъ это на примфрахъ. 
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Пусть будетъ дана форма 22--/, По теорем5 61-й, xb- 
лители ея будутъ представляться Формами 


аш? + 2buv - cv’, 
TXB ac—b”—1, а и с положительныя числа, не меньше 2b, п Ù 


| 37 : 
не превосходить И... Но изъ посл$дняго слБдуеть, что b=0; 


уравненіе же ас— 0° = 1 при b = 0 даетъ ас = 1; откуда для 
значенїй аи с, которыя должны быть >> 0, находить 


а == 1,1 = 1. 


Изъ этого мы заключаемъ, что всЪ дВлители Формы 24-1 
представляются формою 42-47. 

На основанін этой же теоремы дЪлители 27--2/  будуїь 
представляться Формами 


аи? + 2bww + сё”, 


въ которыхь ас — b’ = 2, а и с числа положительныя не мень- 


8. 
ше 25, ибне > к. 


Б. У 
Но изъ условія 0 не > үг слЪдуетъ, что b = 0; поелЬ 


того изъ уравненія, ас — 6°= 2 выводимъ 00--2. Но такъ 
какъ а и с должны быть числа положительныя, то это урав- 
Henie предполагаетъ одно изъ двухъ, или а = 2, с= 1 или 
a= 1, ¢ = 2. Первому предположенію соотвфтствуеть форма 
20+ 0°, второму и2--20°. 

Но эти Формы тождественны между собою; елЪд., ве yh- 
лители 22--24" представятея одною формою 22-49, 

Подобнымъ образомъ лайдемъ, Yro д®лптели 2°—у° пред- 
ставляютея Формою и? -— 2°, дБлители 2? — 20° представляются 
формою 02—21°, или 2и°—0°, дБзптели 2—3 предетавляют- 
ся Формами 3u’ —v’, #*— 30°. 

Для прам%ра болЪе сложныхъ формъ возьмемъ 7”--21)/. 

По теорем$ 60-й, дБлителп этой Формы будутъ предстар- 
ляться квадратичными формами 
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аи Эри — С°, 
въ которыхь 


b не > 21 ас4-02—91. 
5 


Первое намъ опредЪляеть BCE возможныя величины 0; изъ 
него мы заключаемъ, что D можетъ имфть только значенія 


0, 1, 3. 


Предполагая bO поелБдовательно равнымь вс®Ъмъ эти UN- 
сламь, мы изъ уравненія ас — 0° = 21, обращая вниманїе на 
то, что а и с orbe 0 п не менЗе 20, найдемь веб значенїл, 
которыя могуть имЪть а, b, с въ Форм aw + 26% — сг’, 
опредбляюшей дЪлителей z? — 21y”. Tass, д®лая b = 0, най- 
демъ ас = 21, что можеть быть удовлетворено только пред- 
положенями 


=1, c=21; 88-43, =7; a=7, c=3; 6=21, а=1, 


которыя BCE удовлетворяютъ условію: @ ис > 0 ине < 2b, 
TIB 6 = 0. 

ДЪлая 0 = 1; найдемъ ас +1 = 21; откуда ас = 20, и это 
приводить насъ къ предположенямъ 


а=5 | а=10| а=20 


d= 1 | a= 2 | а=4 
c=4| c= 2= 1. 


6=20 | с=10 | с--5 


Но первое и послбБднее не удовлетворяютъ условію: анс 
не < 20: ибо В = 1. 


Итакъ, для 0=1 будеть одно изъ четырехъ 
1—2, 6--10, =4, c=5; а==5, 6-44, а--10, =2. 


Наконецъ, для 6=2 находимъ ас--4--21, откуда ас= 17, 
д, CIBA., одно изъ двухъ 


a=1, с==17; а--17, с=1. 


Но оба эти случая невозможны: пбо 20, будучи здЪеь равно 
4, въ первомъ предположенїш превосходить а, во второмъ — с. 
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Итакъ, веБ дЪфлители 2° — 170° должны представляться 
формами 


и2--2103, 3и? —70°, 702—802, 2142--22, 2062-4-2460--1003, 442-4-9ир--503, 
5424-247-402, 10424-240--903, 


Но формы 2w + 2w — 100°, 104 = 200 — W? дають одн® 
числа четныя, слЗд. већ нечетные дВлители 2° — 214° будуть 
представляться формами: 


и?—214?, 862--7:2,7и2--803,2142--02, 4и?--2и0—55?, 5и2--210--403, 
Для другаго примЪра, возьмемъ форму 2° -+-267°. По теоре- 
мВ 61-й, дБлители ея предетавятея Формами 


ии -+ cv, 
ryb 


b не > va ac—b?°—=26, а и с не < 2b. 


Первое неравенство предполагаетъ р ОДНИМЪ изъ трехъ 


чиселъ 


Д%лая 9--0, мы для опредфленія а и с находимь условія 
ас-26, а и сне < 0. 
Эти условія приводятъ насъ къ предположеніямъ 


а= 1 | a= 2 | а=13 | а=26 
с--26|0-418|с-- 2 | 6= 1. 


ДЪлая 0=1, мы находимь 
ac=27,a и с не < 2. 


Уравненію “C= 27 удовлетворяють 


а= 114—8 |.а=9 | а=—27 
ё--97| с=9 | с=8 | c= 1. 


Но изъ этихъ величинъ @ и с условію 
а не < 2, сне < 2 


удовлетворяють только 
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Наконецъ для 6 = находимъ 
ас —=30, а и с не < 4. 
Уравненію ж=30 мы удовлетворяемъ предположенїями 


а= 1|в= | а= 3|а=5|а=6 |a =10 а = 15 | а = 30 
с = 80 | с = 15 | с=10|с=6|с=5 | с== 8 |с = 2 |с = 1. 


Но изъ нихъ условію 
( а не < 4, с не < 4 
үдовлетворяють только 
a= 5, с=6; а=6, с=5 


Отсюда для дфлителей 2 + 260° выходятъ слїдуюшїя 
формы 


и? + 260°, 842-4-1802, 18и? + 20°, 26и? 4-02, Зи? + Ww + 90°, 
9ш? + 2ир + 30°, 5и? + 4мо + 60°, би? + 4и0 + 55°. 


Замфчая, что здЪеь и’ + 260” тождественно еъ 260° ~ V’, 
9424-1306 съ 13%? + w, Зи? -+ ир + 90° съ 90 + 2и0 4 30, 
Би? + 4ир ж 65° съ GU -+ 400 + 55°, заключаемь, что већ yh- 
лители 2° -- 260° будутъ представляться формами 


и? + 2602, 242-4-1303, Зи? + Фир + 90°, Би? + 4и0-+602. 


Вотъ какимь образомъ на основан!и доказанныхъ нами TEO- 
ремъ могутъ быть выведены већ квадратичныя формы дЪлителей 
а? + Ру. Отеюда выходить много любопытныхъ предложенїй 
относительно рЬшенїя уравненій вида 02 --207/--0у = Н, 
составляющихъ предметь изелБдованія Теоріи неопредВленныхь 
уравненій высшихъ степеней. Здфеь же мы воспользуемся 
квадратичными Формами дфлителей 2° + Гу? для опредЪлен1я 
его линейныхь дфлителей. Мы показали, какъ найдутся д®ли- 
тели 2° + Dy’, когда Г) число простое; теперь мы покажем, 
какъ найдутся дВлители этой Формы при веякомь значеніи D, 
будетъ ли D число простое или составное. При этомъ мы бу- 
демъ предполагать D недфлящимся на квадрать какого HH- 


Чебышевъ Теорія срави, ҮА. 
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будь числа: ибо для D = Dk” форма 2° + ,/5у” приведется 
къ 2+ Г, (Ку), п, елЪд., къ 2? + D,Y,°, полагая у, = у. Итакъ, 
разсматривая дЪлителей Формы 2? + Ду’, мы можемъ выкинуть 
изъ ‘состава Г BCh точные квадраты; поступая такимъ обра- 
зомъ, мы будемъ имфть Формы вида = + Ду’, ryb D не длится 
на квадратъ какого нибудь числа; опредБлевіемъ дБлителей 
этихь ФОрмь мы теперь и займемся. 


$ 47. Прежде чЪмъ покажемъ, какимъ образомъ изъ квад- 
ратичныхъ Формь дБлителей могутъ быть выведены линейные 
дЪлители, мы докажемъ относительно Формы AU? ~ 2рир + сї? 
слъдующія теоремы: 


62. Теорема. Если опредълитель формы au? = 2buv = сі? 
есть 4, число недълящееся на квадратъ, то можно найти число 
о, для которо а + 2ba + со? будеть число простое съ d. 


Доказательство. Въ самомь дЪлЪ, пусть будетъ о общій 
наибольшій “дВлитель с и.@; число о не будетъ заключать въ 
себЪ множителемв никакого квадрата: ибо Ф не дЪфлитея на 
квадрать. Но, по значеню d, мы пмЪемъ 0° — ас = d, откуда 
слЗдуетъ, что о, общ д%литель с и d, дђлатъ b’, и CBr. 
по теоремњ 6-й дЪлитъ b. Докажемъ же теперь, во 1-хъ) что 
са + 0 


можно всегда найти число ©, для котораго выраженіе 


2 а 
приводится къ числу простому съ =, иво 2-хъ) что такое число 


© обращаетъ а-н 26 + са? въ число простое съ 4. 

Въ первомъ не трудно убЪдиться, замфтивъ, что при д®ли- 
мости b на о, общій наиболышй дФлитель си d, по теорем 
19, можно найти число, удовлетворяющее еравненію 


са 0 = о (мод. d), 


что предполагаеть дћлимость сх +6 — на d. Полагая же 
частное отъ дфлени со + 6 — о на d равнымъ N, будемъ имЪть 
ео —юо . 


7 


откуда выходатъ 
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— 163 — 


ав емо, 


ca + b 
Ф 


Чтобы убЪфдиться во второмъ, мы замБчаемь, что выраже- 
Hie @ 4~ 2ba -+ Ca? можеть быть предетавлено такъ 
(= -+ y b — ас, 
а) —_— рын سے‎ 


Ф W 


d 
что обнаруживаетъ въ число простое съ -—- 


с 
W 


TX замЪняя b?— ас черезь 4, имБемь 


' d 
Число же 4 разлагается на два множителя _и о, ко- 
торые не могуть имфть общаго дЪлителя: ибо 4 не можеть 


4 
дЪлиться на квадрать, притомь -_ по свойству числа а NPO- 


са + b 


i | 4 
стое съ · Отсюда елБдуетъ, что ни о, ни — не могуть 


са + Б\? 4 
имфть общаго множителя съ о (==) و‎ ибо простыя 


: са + бү? 
числа, входящія въ составъ о, ДЛЯ о ( Ё ) ‚ не могутъ ДБ- 


а 4 саб \? 
лить ==; напротивъ, дълители z- не могутъ дблить о (— —)* 
са 4 N d | 

5 


эрте еу И, слБд,, 


(= -- 2) ан 4 
о, 5 


с 


Итакъ, о ( 
= а-н lba са? 


d | ` 
число простое CS O H ў” а потому и съ пройзведешемь ихъ 


Ч, что и елђдовало доказать. 


Для прим ра найдемъ число с, для котораго бы 3 -+- 2.210 + 
+2170? было число простое съ 21° — 3.217 = — 210. Замфчая, | 


ж 
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ی کک 


что общій наибольш1й дфлитель 217и 210 есть 7, мы для опре- 


: А 217а-+91 
дБленія х ваходимъ условіе, что то ИЛИ 31а +3 число 


простое съ 210 или 30. Этому условію, KAES видЪли, можно 


всегда удовлетворить, рВшая еравневіе 
9179 4-91 = 7 (мод. 210). 


Но въ этомъ случаЪ, какъ и въ большей части другихъ, 
мы можемъ легко найти ох, пробуя различныя числа. Такъ, HA- 
ХОДИМЬ, что х = — 2 обращаетъ 810:4-3 въ число простое съ 
30. Сл%д., и выраженіе 8--2.21®--217«° при а = — 2 будеть 
число простое съ 210. | | 

На основан доказанной нами теоремы для всякой формы 
au? + ЭБио + со? найдется число о, обращающее а-+- 26а -+- со? 
въ число простое съ опред$лителемъ ея. ОпредЬливши Ta- 
кое число, мы можемъ рреобразовать Форму аи? -н 26% -+- с? 
въ другую, гд первый членъ будеть имЪть коеффищентомъ 
число простое съ опредълителемъ ея 4. Этого мы достигнемъ 
всегда, дблая въ этой ФормЪ  — хи = U, рд х есть число, 
обращающее 0--200--002 въ число простое съ 4. Въ ca- 
MOMS дБлЂ, изъ этого уравиенія найдемъ о = al + U, и внося 
эту величину въ Форму AU -+- bww cv’, мы ее преобразуемъ въ 
такую 

ац? + 2b (au + U) ш 4-с (ош + U)’, 


что, по раскрыт скобокь, даетъ 


(а + 2Бе«-- са) u? +2 (фос) uU cU 


TXB коэФФиціентъ перваго члена есть а + 26% + сх’, число 
простое съ @ по положению. 

Такъ, чтобы сдВлать въ Форм Зи?-н 2.21% -+ 217%? mep- 
вый коеффиціентъ числомъ проетымъ съ опредлителемъ ея, 
ищемъ число а, которое бы обратило 3 + 2.21% + 2170” 
въ число простое съ 210. Этому условию, какь видЪли, 
удовлетворяетъ о = — 2. Поэтому для преобразованія Формы 
Зи? -+- 2.21и0 4 2175? дБлаемъ 0--24 == U, и на м®сто V въ 
Форму 310° + 2.2100 + 217» впоеспмъ U — 2и. Это даетъ намъ 
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— 10 — 


Зи? +- 2.21 (U — 2u) u +217 (U — 20), 
ИЛИ 1 
787и? — 826 Uu -+ 21702. 


Такимъ образомъ данная Форма 


Зи? + 2.2110 + 21702 


преобразовывается въ Форму 
78742 — 826—0 + 21702. 

Посл%двяя Форма сложнће первой, но она имЗБеть ту BH- 
году, что въ ней коеффиціентъ U? число простое съ опред5лп- 
телемъ. Это послужитъ значительнымъ облегченіемъ при опре- 
дЪлен!и линейныхъ дБлителей, и теперь вездЬ мы будемь пред- 
полагать квадратичныя Формы преобразованными такъ, что въ 
нихъ первый коехфищентъ число простое съ опред$лителемъ. 
Въ этомъ предположеніи мы докажемъ слБдуюшїя творемы 
относительно квадратичныхъ формъ: 


63. т еорема. Если въ формь au? --02д40-4-002 число а 
простое съ опредњлителемъ 0°—ас = й, то можно найти число ` 
1, удовлетворяющее сравненію 


аи? -+ 20ир +- ср? == al? + 2Ы + с (мод. A). 


Доказательство. Въ самомъ дл, при а простомъ съ.4 


сравнене 
а (ам? + 200 - ср?) = а (а? 2 А (мод. d). 


можеть быть сокращено на а; велъдствіе чего оно приводится къ 
сид? + 260 + ср? = al? + ЗЫ +- (мод. а), 
которое хотимъ доказать. Но еравненіе 
а (аш? +- 2 ио + со?) = а (al? + 201 - с) (мод. а), 
можеть быть такъ представлено: 
(аш + bv)? — (b? — ас) v? = (al + b)? — (b? — ас)......(мод. d), 


что, по равенству b— QC? съ модулемь 4, приводитея къ CIÉ- 
дующему. 
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— 166 — 
(au + bv)? = (al +b)? (мод. d), 


а это удовлетворяется, если 


al + b = au + bv (мод. d). 


Но послЪднему сравненію мы всегда можемъ уловлетворить: ибо 
оно первой степени и а простое съ 0, откуда и выходить пред: 
ложенная нами теорема. 

На основан1и этой теоремы, мы заключаемь, что если при 
веБхъ величинахъ / значенія аў -+ 2 с по модулю 4 ерав- 
нимы съ числами 

71) Тоу. Tn; 
то съ ними сравнимы также и веб значенія аи? = 2рир + сі, 
и, елБд., веЪ числа, опред$ляемыя этою Формою будуть одного 
изъ слБдующихъ видовь: 


та- т, MQ Toper ‚ Та + Ta, 


TXB т произвольное число. Что же касается до чиселъ 7; 7...7, 
съ которыми сравнимы по модулю T већ значенія аї?-—2а{-—с, 
то мы ихъ найдемъ, опредЪляя числа, сравнимыя съ этимъ BH- 
раженіемъ при J = 0, 1, 2,...... @— 1: ибо съ этими значеніями 
al? 4 2 + с по модулю @ будутъ сравнимы BCE другія. 
Такъ, для выраженія чисель, опредБляемыхъ Формою 


ац? + 2bw + cv, 
найдемъ линейныя формы 
та + ті, та 4 7»,...., MA H їл. 


Но каждая изъ этихъ Формъ приводится къ четыремъ, 
смотря по виду числа m. Такъ, предполагая въ первой Форм% 
т равнымъ 42, 42 — 1, 42+ 2 42 + 3, мы изъ нея выведемъ 
четыре | 


442 + rı, 442+ ат, 44г + 2d -- rı, 442 + 81 тт, 


и ограничиваясь одними нечетными значешями 022--20102-4-077, 
посмотримъ, которыя изъ этихъ формъ должны быть выкинуты. 

Начнемъ съ 4 нечетнаго. При d нечетномъ между числами 
т, @— и, 24--7,, 84--7, будетъ два четныхъ и два нечет- 
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ныхъ (ем. теор. 10). Ограничиваясь одними нечетными значе- 
віями W? + рир + cv’, мы изъ четырехъ Формь 


412 + rı, 4024 ri, 442-н 202 + ту, 412 За т: 


выкинемъ дв%, въ которыхъ члены, не содержащие г будуть чет- 
ныя. ЗатЪмъ для выраженія нечетныхъ значеній 022--201/2--007 
останутся дв Формы, изъ которыхъ одна будетъ давать числа 
вида 4m - 1, другая вида 4m 3 (ем $ 44). 

Изъ этихъ Формъ мы оставимъ или одну только, или 06%, 
смотря потому, даетъ ли Форма аи?--2рир--си? однЪ числа вида 
4m ~ 1 или однЪ числа вида 4m - 8 или Th и другія вм5ет5. 
Но это узнаемъ мы, замфчая, что относительно % и о можно 
сдБлать четыре предположеня 

Mi u= 2k + 1 |u = 2k +1 | и = 2k 
v = 28 |v = 28 v = 2s + 1 |v =2s +1. 

Breca же эти значенїя и и о въ Форму аи? + 2buv -- cv’, 

находимъ результаты такого вида 


4N, 4N, + а, 4№ на 20 +c, 4№ + с, 


TXB называемъ черезъ 4N, 4М№,,4М№,, 4N, совокупность членовь, 
пмъющихъ множителемъ 4. 

Изъ этого видно, что если ни одно изъ чиселъ а, b, 
а 26 + с не есть вида 4m 1, или 47-63, то Форма 
ац? + Фир =+ со? не даетъ чиселъ этого вида. 

Обращаемся теперь къ случаю 4 четнаго. 

При d четномъ већ числа у, Ar, 24--7,, 34--7, HIR 
будутъ четныя, или BCB будутъ нечетныя. Въ первомъ случа%, 
мы заключимъ, что Форма аи? + 2рир +- cv? не даетъ чисель 
нечетныхъ; во второмъ же, по виду чисель >, 4--7,,20--7,, 
34 т", мы узнаемъ, какого изъ четырехъ видовь 87% ~ 1, 
8т = 3, 8т + 5, 8т - 7 числа выражаются каждою изъ линей- 
ныхъ ФОрмь 


44: т, 642 + d= т, 442 + 2d + ri, 442 За + тт, 


и мы увидимъ, которыя изъ нихъ должны быть выкинуты, 
опредБливъ, какихъ изъ четырехъ видовъ 870--1, 8т-н 3, 
8т -+- 5, 8т 7 получаются числа изъ Формы аи? + 20ио + Cv. 
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2108 == 


Для этого мы зам%чаемъ, что относительно и и V можно CHÉ- 
лать только девять предположеній: 


u = 2k +- 1 | u = 2k + 1 | и = 2k + 1 | u = 4k u = 4k 
v = 2s + 1 |v = 48 v = 4s +2 | v = 28s + 1 | v = 45 


и = 4k u=2k+ 2 | u= 4k +2 u= 4; +2 
8 = 43s + 2 | v = 29 + 1 |v = 48 +2 |v = 45 
изъ которыхъ четыре 
и = 4%] u = 4k u= åk + 2| u= 4k =+ 9 
v = 4s | v = 4s + 2 | v = 4s +2 | v = 45 
не должны имфть мета: ибо въ нихъ значене QU? -+ 2рир +- с? 
будеть всегда чиело четное. Что же касается до остальныхъ 
предположеній, то дБлая въ форм аи? + 2bww + ср? | 
K 


u= 4k 
v = 2s =+ 1, 


u= 2k +1| u= 2k + 1 | и= 98 + 1| u= 
v =2s +1 v = 48 v = 4s +92 |0 = 98 +1 


мы находимъ результаты такого вида 


8N + а + 20 + с, 8№, + а,, 8№, + а + 4b + 4c, SN; + 4a + 46 + с, 
8, + с, 
гд 8N, 8М№, 8№,, 8М№,, 8N, означаетъ совокупность ве®хъ 
членовъ, имБВюшихь множителемъ 8; сюда же относятся 
члены 4 (7-1), 4 (5° + 3), которыя на 8, очевидно, д®- 
JATCA. | 
Отсюда сл$дуетъ, что числа, опредЗляемыя формою 


au? + 8540-44-03, 


могуть имЪть какой либо изъ видовь 87-41, 8M3, 8M 5, 
870--1 только тогда, когда этого вида есть число между а, с, 
а--29-4-0, 484--45--0, ач-40--40, и этимъ опред$ляется, KO- 


торыя изъ четырехь Формь 


44: + ri, 442-- dr, 4d2 + 2а-- ти, 4de + 3d + т; 


могутъ выражать нечетныя значе я аи? + 2000 -+ си и ROTO- 
рыя должны быть отквинуты. 

Покажемъ это на прим рф. 

Мы вид$ли, что Bch нечетные дфлители 2 = 26° пред- 


ставляются формами 
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а 169 = 
u? + 260°, 242-4-1803, 34/2-4-20-4-902, би? + 44и0-4-6 02, 


Чтобы опред$лить линейныя Формы чиселъ, представляемыхъ 
первою, мы замБчаемт, что въ ней коеффиціентъ и? не имћетъ 
общаго дълителя съ опредълителемъ Формы; поэтому къ ней 
MORETE быть приложена теорема 63. На основан этой Teo- 
ремы мы заключаемъ, что BC значенія и? + 260° по модулю 
26 будутъ сравнимы съ тми же числами, съ которыми ерав- 
нимы значенія (2--26 при Ё = 0, 1, 2,........25. Но наимень- 
шія числа, сравнимыя съ 


02+ 26, 12--26, 22--26....... ,252 + 26 


по модулю 26, мы находимъ въ остатк5, получаемомъ при д5- 
ленїи этихъ чиселъ на 26. Опредъляя эти остатки, находимь, 
что BC они равны 


0, 1, 4, 9, 16, 95, 10, 23, 12, 3, 22, 17, 14, 18. 


Откуда заключаемь, что съ этими числами по модулю 26 
сравнимы и већ значенія и? +265’, а потому эти значенія 
должны представлятьея Формами 


26т + 0, 26т +1, 26m +4, 26т + 9, 26т-4-16, 
26m + 25, 26m +- 10, 26m + 23, 26m + 12, 26m — 3, 
26m +- 22, 26m + 17, 26m + 14, 26m + 18. 


Ho изь нихь только Формы 


26т + 1, 26т + 9, 26m + 25, 26m +28, 26n + 3, 26т + 17 


даютъ числа нечетныя и простыя съ 26; ихъ мы только и 
оставимъ. ДЪлая здЪеь т = 42, 42+ 1, 42-42, 42-3, мы 
ВЫВОДИМТ, 

10424-1, 1042+27, 1042-4-53, 1042 +- 79, 

104249, 1042 +- 35, 1042 + 61, 1042 - 87, 

1042 + 25, 1042 + 51, 1042 +77, 1042 + 103, 

1042 +23, 1042 + 49, 1042 +75, 1042 + 101, 

10424-3, 10424-29, 1042--55, 1042 + 81, 

1042 + 17, 1042 + 43, 1042 - 69, 1042 + 95. 


Но чтобы узнать, которыя изъ этихъ Формъ должно оставить 
икоторыя выкинуть, мы должны опредфлить, KABIH изъ четырехъ 
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видовъ 8% ~ 1, 8m3, 8m +5, 8т--7 имфютъ числа, по- 
лучаемыя изъ Формы и? -+ 260° Мы вид%фли, что вообще для 
формы аи? + 2bww + со? это опред$ляетея видами чисель 


а, с; a+ 2b + с, 4a + 46 + с, а + 49-4-4, 


Отсюда для формы и? + 260° выходитъ 


1, 26, 14-86, 4+ 26, 1-+ 4.26. 


Но ФЬ HTB чиселъ вида 80 +- 5 и 8% + 7. CIEI, въ 
найденныхъ нами въ Формахъ мы должны откинуть TÉ, KOTO- 
рыя даютъ числа этого вида. 


Тавь, замЪчая, что 53, 61, 77, 29, 101, 69 суть впда 8M + 5, а 
числа 79, 87, 103, 55, 23, 95 вида 8т — 7, мы отвидываемъ 
Формы 

1042 + 58, 1042 + 61, 1042 + 77, 1042 =+ 29, 
1042 + 101, 1042 + 69, 1042 -+ 79, 1042 + 87, 
1042 + 108, 1042 + 55, 1042 + 28, 1042 + 95, 


и у насъ остаются слъдующія: 


1042 +1, 1042+ 27, 1042 + 9, 1042 + 85, 
1042 + 25, 1042-51, 1042 + 49, 1042 + 75, 1042 +3, 
1042 + 81, 1042 + 17, 1042 + 48. 


Раскроемь теперь линейныя Формы чисель, опредБляемыхъ 
квадратичною формою 2: -+ 130°. Но къ этой формЪ нельзя 
прямо приложить теорему 63: ибо въ ней коеффиціентъ (6 
есть 2, число непростое съ опредълителемъ — 26. 

Поэтому, мы должны предварительно эту форму преобразо- 
вать по способу, показанному нами выше. Для этого, замЪчая, 
что общій наибольшій дФлитель 2 и 26 есть 2, мы ищемъ ©, 


0 
> или ©, въ число простое съ 26. 


24 + 
которое бы обратило а 


Этому условію удовлетворяеть 1, а потому для преобразованія 
Формы 202--180" вносимъ въ нее (+ на м®ето v, черезъ 
что она обращается въ слБдующую 


15и? + 26uU + 1302. 


Получивь такимъ образомъ Форму, въ которой первый KOED- 
Фиціентъ число простое съ опредблителемъь — 26, мы на ос- 
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новани теоремы 63 заключаемъ, что ея значенїя по модулю 
26 будутъ сравнимы съ остатками, получаемыми при hrenin 


15.0? 26.0 + 13, 15.12 26.1 + 13, 15.2? + 26.2 + 18, 
ЭЛЭЭЖ ‚ 15.25? + 96.25 + 13 на 26. 


Но эти остатки мы находимъ равными числамь 
13, 28, 91, 18, 19, 24, 7, 20, 11, 10, 5, 8, 15, О; 


слЪд., по модулю 26 сравнимы съ ними BCÈ значенїя 15%4? + 26 
и U+ 130°, а потому они могутъ быть представлены Фор- 
мами 
26m + 13, 26m + 28, 26m + 21, 26m + 18, 
26m -- 19, 26m + 24, 26т + 7, 26m + 20, 26m + 11, 
26m + 10, 26m + 5, 26m + 8, 26m + 15, 26m + 0. 


Ho изь этихь Формь только 
26m + 21, 26m -+ 19, 26m +7, 26m + 11, 26т-н 5, 26m + 15 


даютъ числа нечетныя и простыя съ опредБлителемь--26 
ИХЬ мы только и оставляемъ. ДЪлая ЗДЬАСЬ т = 42, 42+ 1 
42-2, 42 3, мы изъ этихь Формъ выводимь 


1042 + 21, 1042-4-47, 1042 + 73, 1042 + 99, 
1042 + 19, 1042 +45, 104: + 71, 1042 + 97, 
1042 +7, 1042--83, 1042 + 59, 1042 + 85, 
1042 + 11, 1042 + 37, 1042 + 63, 1042 + 89, 
1042 + 5, 1042 +31, 1042 + 57, 1042 + 83, 
1042 + 15, 1042 - 41, 1042 + 67, 1042 + 93. 


Но такъ какь чдела, выражаемыя Формою 
15и? +- 260107 + 180°, 


не могутъ быть вида 8т 1 и 8т + 3: ибо ни одно изъ YM- 
селъ 


15, 13, 15 +26 +13, 4.15 +2.26 + 13, 15 + 2.26 + 4.18 


не есть этого вида. Поэтому изъ найденныхъ линейныхъ Формь 
мы должны выкинуть веБ, которыя дають числа или вида 
8т 4 или 8т 5. 


ЗатЪмъ, для выраженія чисель нечетныхъ и простыхъ съ 
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опредЂлителемъ, получаемыхъ изъ Формы 15и°-н 26и0 + 13(*, 


остаются 
1042 + 21, 1042 + 47, 1042 +45, 1042 + 71, 
10427, 1042-85, 1042 + 87, 1042 + 63, 
10425, 1042 + 31, 1042 + 15, 1042-3093, 


Чтобы найти веБ линейные дЪлители x’ 260°, намъ ос- 
тается найти линейныя Формы для выраженїя чиселъ, опред5- 
ляемыхъ Формами 


Зи? + дию + 90°, би? + 4uv + 602. 


Но при этомъ мы находимъ для Формы JW? 4- 2и0 + 90° TB 
же линейныя Формы, KARİA нашли для и?--260°, а для Формы 
5и?-+ 4uv + 60? TB же, какія нашли для 2 -+ 13%’. Итакъ, 
веБ нечетные дЪлители Формы 2° -+- 264°, простыя съ 26, опре- 
дБляютея слБдующими Формами 

10424-1, 10424-8, 10424-5, 1042-7, 

1042-4 9, 1042 + 15, 1012-17, 1042 + 21, 
1012 + 25, 1042 +27, 1042 + 31, 1045 + 35, 
1042 + 37, 1042 + 43, 1042 + 45, 1042 + 47, 


1042 + 49, 1042 + 51, 1042-н 68, 1042 + 71, 
1042 + 75, 1042 + 81, 1042 + 85, 1042 + 93. 


Такъ, съ помещію квадратичныхъ Формъ могутъ быть опре- 
дфлены линейные д$лители 2° + Dy’, будетъ ли число npo- 
стое или составное. Но чтобы при опредЗлени ихь не д5- 
лать лишнихъ выкладокъ, мы покажемъ теперь средство узна- 
вать, что квадратичныя Формы дїлителей 2 + Пу’ приво- 
дятея къ однимъ линейнымъ Формамь, какъ въ предыдущемъ 
прим®%р% 


и? + 260° и 8u? + 240-4-902, Зи? -+ 180° и 5u? -+ 4uw + 607. 
Для этого, мы докажемъ слъдующую теорему: 
64. Теорема. Если aw = 2bww + cv, а,(2--20,0У--с, V 
суть квадратичная формы дълителей x? — dy’, и а, а, числа 


простыя съ d, притом» а, == al? + 2Ы + с (мод. T), 10m 1 какое- 
нибудь число; то можно найти x, удовлетворяющий сравненію 


. а, 2? + 20,0 + су == ао? + 2ba + с (мод. d). 
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Доказательство. Въ самомъ xab при п и а, простыхъ съ 
а сравненіе 


а?аз (mg? + 20,2 + C1) == а?а (aa? + 26а +c) (мод. 4) 


MOZETE быть сокращено на Q’. а, и такимь образомъ оно при- 


ВОДИТСЯ ЕЪ 
ах? + 9,2 + су == ао? + Ба + с (мод. @), 


котораго возможность имЗемь въ виду доказать. Но сравнеше 


а?а (ma 96,20 + су) == a (аа? + 26а + с) (мод. d) 


можетъ быть такъ предетавлено: 
(аала + аб, )*—a (5D, 3— acı) = аа, (а&+Б)?— аа, (5—ас) (мод. d), 
гдЪ 0,2 — a c, 0° — ас равны d: ибо, по положенію, 
ви U? + 26, UV =+ с, V2, au? 2Бир + со? 


суть квадратичныя Формы дфлителей 2° — dy? (ом. теор. 59). 
ВелЪдетв!е чего, предыдущее сравнене приводится къ такому 


(ах + abı)? == аал (aa + Б)? (мод. d). 
Это же сравнене удовлетворяется, если 
аах + аб, == (аа + Б) (al + D) (мод. d). 


Чтобы уб%диться въ этомъ, замЪтимъ, что для этой вели- 
чины QAL + аб, оно приводится къ 


(аа + Б)2 (al + Б)? == аа, (aa +B)? (мод. d). 
Но (а? + b)? сравнимо съ а.а, по модулю 4: ибо, по положенію, 


а, = al? +20 + с (мод. 9); 
откуда выходитъ 


аа, = а (al? + ЗЫ +- с) (мод. 4), 
ИЛИ 
аа, == (al + b)? — (b? — ас) (мод. d), 


и, слЂд., аа, = (al +b)’, потому что 5° — ас есть d. 
Итакъ, чтобы удовлетворить еравненію 


mx? 2р2 + су == аа? + 205 + с (мод. T), 


необходимо только найти 2, для котораго 
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аша + ab, == (аа +0) (414-5) (мод. d), 


что не предетавляетъ ни какой трудности: ибо здЪеь х въпер- 
вой степени и коефФиціентъ его аа, чиело простое съ MOXY- 
лемъ 4. 

Такъ убЪждаемся въ справедливости предложенной нами TEO- 
ремы. | 

На основания ея и теоремы 63-й мы заключаемъ, что если 
а будетъ сравнимо по модулю @ съ какимь либо значеніемъ 
al? 2al — с, то числа, опредЪляемыя Формами 


auw? +- 2540 + cv, а, 02 + 2b, UV + с, V’, 


будутъ сравнимы съ одними и TÉMA же числами; а потому какъ 
для той, такъ и для другой линейныя Формы вида 7!4--7 бу- 
дутъ однЪ и тже. 

Что же касается до Формь вида AMA ~ 7, то мы ихъ легко вы- 
ведемъ изъ Формъ вида MA -+ 7, и на основан показаннаго нами 
способа выводить эти Формы видно, что он® для аи? -+- 26 + cv? 
и а, U” +26 UV =c, У? будуть различныя или одинакія, CMO- 
TPA по виду чиселъ а, е, ан 26+ с, а, с, а + 20, 4-е, при 
d нечетномъ и по виду чиселъ а, с, 4--20--0, 4a 4b с, 
а--45--46, 0, с, а +26, + с, 40 + 40, +, а +456, +46, 
при d четномъ. Этимъ мы оканчиваемъ теорію дБлителей 22-80). 
Въ конц книги помфщены таблицы линейныхь дђлителей pop- 
мы 2° + Фу? для всЪхъ значенїй d, недђлящихея на квадратъ, 
отъ d= 1 до T= 101. Эти таблицы имЪютъ весьма важныя 
приложенія, какъ мы увидимъ въ слбдуюшей глав5. 


ГЛАВА УШ. 


Приложен!е теоріи сравненій къ разложенію чиселъ на 
| простые множители. 


$ 48. Въ заключеніе Теоріи сравневй, мы покажемъ, Ka- 
кимъ образомъ, на основаши ея, можеть быть упрошено paz- 
ложеніе чиселъ на простые множители. 
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Извфетно, что для разложеніл числа А на простые MHO- 
жители мы должны отыскать наименьшее простое число ко- 
торое дВлить A; если это число есть ©, то дЪлитъ А на х и 


А 
искать наименьшее простое число, которое ДАлИТЬ гт если это 


А 
число есть В, то искать наименьшаго дЪлителя аз И продол- 


жать это до тАхь поръ, пока дойдемъ до частнаго. которое не 
дБлится на BCE простыя числа, не превоеходящія его квад- 
ратнаго корня. Это частное будетъ число простое, и произве- 
menje его на QB... будетъ искомое разложеніе число А. Ta- 
кимъ образомъ разложеніе чисель на простые множители при - 
водится къ изслЪдованіямъ, что данное число имћетъ-ли Mh- 
лителей, или HÈTS, и если цмегь, то какой наименьний изъ 
нихъ. Но эти изолБдованїя представляютъ большія трудности 
для чиселъ значительныхъ. Такъ, на началахь Ариеметики 
наименьшаго дЪфлителя числа № мы должны искать между 
веБми простыми числами, меньшими |/ N, пробуя на нихь д®- 
лить №. Но такихъ чиселъ будетъ много, если № велико, и 
намь не рБдко придется испытать значительную часть ихъ, 
прежде ч®мъ попадемъ на дфлителя №. Еще болће трудности 
встрфчаемъ при N простомъ; въ этомъ случа мы должны 
будемъ испытать дЪлимость № на веБ простыя числа до VN. 
Тавь, на началахъ Ариеметики изслЪдоване состава какого 
нибудь числа, превосходящаго 1000000, потребуеть не р®дко 
болће 160 дВленїй: ибо чисель простыхъ меньшихъ |/ 1000000, 
или 1000, находимь 168. На основанїи Теоріи еравненій эти 
изыскан1я значительно облегчаютея: мы можетъ по виду дан- 
наго числа опредЂлить видъ веБхъ возможныхъ дЪлителей его, 
и намъ остается только испытать числа этого вида. 


$ 49. Мы начнемъ съ частнаго случая, особенно замЪча- 
тельнаго, и покажемъ, какь могугь быть опред$лены формы 
дБлителей чиселъ вида а" + 1, для которыхъ, на основаніи те- 
оремъ У-й главы, не трудно доказать слБдуюшее: 


65. Теорема. соли р нечетное число и дълить а"-а4-1, 
то р можеть быть выражено формою өг + 1, 10% w дтли- 
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т 
тель т (включая сюда и 1), 2 число простое съ ыз притом» р 


должно дълитъ ах — 1. 


Доказательство. Если w есть общій наибольшїй д%литель 


. -1 т 
р — 1и т, то числа =, «> ЦБлыя и простыя между co- 


бою. Полагая первое изъ нихь равнымъ 2, будеть имЪть 


откуда р--о2--1. 
Haus остается теперь доказать, что р будетъ дЪфлить 


а — 1. Для этого мы замБчаемь, что дълпмоеть а"—1 нар 
выражается сравненіемъ 


ат — 12 0 (мод. р), 


которое, по теорем 35-й, при р —1 и m, имфющихъ общимъ 
наибольшимъ дфлителемъ о, предполагаетъ 


at — 1 = 0 (мод. р) 


и, елд, ДВлимость 09--1 на р, что и слБдовало доказать. 
Изъ этой теоремы легко вывести слЗдующую: 


66. Теорема. Если 27-41 число простое, то простые не- 
четные дълители а? К1—]| должны быть вида 9, (27-41) 21 
или дњлить а — 1; притомъ, они должны быть дълителями 
формы 2°—ау. 


Доказательство. Если р нечетное число, то оно можетъ 
быть такъ представлено 2У--1. Но эта форма при д®%- 
лимости N на 27--1 приводится къ такой 2 (27--1) 2--1. Въ 
томъ же случа%, когда N не д®литея на простое число 2%-+1, 
число 2N будетъ простое съ 20-1. Но, если р дЪлитъ а?" 1—1 
и выражается черезъ 2N — 1, ryb 2N простое съ 2n 4-1, то 
по предыдущей теорем оно должно дБлитъ а — 1, Итакъ, р 
должно быть вида 2 (27--1) 2--1 или дфлить 0-1. 

Докажемъ же теперь, что р должно быть дфлителемъ фор- 
мы 2°—0/°. Въ этомъ не трудно уб®дитьея: р дБлитъа" + '—1, 
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и, CIb., дЪлить а(027"7--1), а это приводится въ (0% !)°—а, 
враженію вида 2”— ау". 

Зам чая, что при а = 2 никакое число не AINTE а — 1, 
дБлители же 2° — ау?, по 55-й теорем5, должны быть одного 
изъ двухъ видовъ: 8 —+ 1 пли 87% — 1, мы на основаніи дова- 
заннаго нами заключаемъ, что BCE простые дфлители 22" + '—1 
при 2" 4-1 простомъ должны быть вида 2(2% + 1) 2+1, и Въ 
тоже время должны быть одного изъ двухь видовъ: 8M + 1 
или 8m — 1. Опред$ливши такимъ образомъ видъ дёлителей 
числа 2” 1—— 1, не трудно найти ихъ во всякомъ частномь 
елуча®, или убЪдитьея въ отсутетвїй ихъ. 

Такимъ образомъ Эйлеръ нашелъ, что. 


231 —1—2147483647 
есть число простое, и это естъ самое большое простое число 


доселБ извЪстное. 


Подобнымъ образомъ на основанйи доказанныхъ нами TEO- 
ремъ легко изелБдовать составъ всякаго числа, опред ляемаго 
формулою а”--1. 

Переходимъ теперь къ числамъ вида 07-4-1, и относитель- 
но ихъ дЪлителей докажемь сел5дующую теорему: 


67. Теорема. Если р простое нечетное: число ш дълить 
0-1, то р можеть быть такъ представлено; 94, 0% о 
дълитель т (не исключая 1), пор въ частномь — дает 
число нечетное, г число простое 60%) притомь р оно ‚дъ- 
лить а®-- 1. 


Доказательство. ДЪлимость а" -+- 1 на р выражлется сраг- 
неніемъ 
ат +1 == 0 (мод. р), 


которое, по 39-й теоремЂ, предполагаетъ 
а“ +1==0 (мод. р), 
дБ ® общій наибольшій дълитель m и р—1, который въ част- 


НОМЬ = долженъ дать число четное. Полагая это частное 


равнымъ 22, найдемь 
Чебышевъ. Теорія срави. ! 12 
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—1 

[ашыр гдг, 

[9] 
и селЗдовательно 

р--2юг--1. 
Но нетрудно убЪдиться, что 8XBCE 2 число простое съ 
т т у 
„} и частное 7, число нечетное. Въ самомъ д®л®, число ог, 


будучи общимъ наибольшимъ дЪлителемъ р—1 и M, въ Част- 


р-1 т 
НЫХЬ =) o должно дать числа простыя между собою. Но 


первое есть 22, и оно не иначе можеть быть простымъ съ 
т m . 
сү) какъ при недЪлимости - на 2, и отсутети общихъ gb- 


т 
лителей въ ЖУ и 2. 


Hams остается доказать, что р должень дЪлитъ а° --1; но 
это слБдуетъ изъ сравненія 


а“ +1 =0 (мод. р). 


которое мы вывели выше. 
Изъ этой теоремы, какъ частный случай, выходать такія: 


68. Теорема. ЈГростые нечетные дълители числа а” 14-1 
при 2п-- 1 простомь должны быть вида 2(2п + 1) 241, или 
дълить а + 1. 


Доказательство. Есля р нечетное число, то сно можеть 
быть такъ представлено: 2.У--1. Но эта форма, при д$лимоств 
N на 27 + 1, приводится къ 2(27--1) 2—1. Въ томъ же 
случа, когда № не д®литея на простое число 29-41, число 
N простое съ 2n — 1, и дБлимость а?! — 1 на р = 2N + 1 
по предыдущей теорем, предполагаеть дЪлимость а + 1 на 
это число, что и слБдовало доказать. 


69. Теорема. Bem нечетные дълители числа 227--1 долж- 
ны быть вида 2. 27-41. 


Доказательство. По теоремЪ 68-й Bch нечетные дЪлители 
924-1 могутъ быть такъ представлены 


2. oz + 1, 
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эл 
гдЪ ө есть д®%литель 2", который въ частномъ “| даетъ число 


нечетное. Но этому условію удовлетворяетъ только о = 2", 
слд. Bch нечетные д$лители 2°” 4-1 должны представляться 
такъ 
2. 212+ 1, 

что п слЪдовало доказать. На основаніи трехь посл днихъ TEO- 
ремъ легко найти дЪлителей числа, имБюшаго видъ 07-41, или 
убЪдиться, что оно не имфетъ дьлителей, 

Для примфра, возмемъ числа 65537 и 4994967997, ИЗЪ KO- 
торыхъ первое равно 92 4 1; второе равно 92% 4-1 

По послъдней изъ доказанныхъ нами теоремъ, дБлители 
65537 должны быть вида 322 1. ДЂлая здЪеь 2 = 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, мы находимъ, что ве’ числа этого вида и мень- 
шія 65537, суть 

33, 65, 97, 129, 161, 193, 225, 257. 


Но изъ нихъ только 97 и 193 числа простыя, и такъ какь 
эти числа не дїлять 65537, то мы заключаемь, что.65537 
есть число простое. 

По той же теорем5, для дЪлителей чиела 4294967297 
имфемъ Форму 642 — 1. ДЂлая здЪеь 2=1, 2,...... 1924, мы най- 


демъ BCS чиела этого вида и меньшія / 4294967297. Между 
этими числами мы находимъ такія простыя 


188, 257, 449, 517, 641,...... 


ДЪля на нихъ 4294967297, мы зам®чаемъ, что это число 
дЪлится на 641. 


Этотъ примБрь особенно замфчателенъ тъмъ, что онь 


опровергаеть мнніе Фермата, будто бы BCE числа вида 22”--1 
суть простыя. 


$ 50. Мы видфли, какимъ образомъ теорія двучленныхъ 
сравненій облегчаетъ изелћдованія чиселъ, подходящихъ подъ 
форму а"-6]. Теперь покажемъ, какимь образомъ для всякаго 
числа А можетъ быть найдено множество формъ вида tay? 
съ незначительными величинами а, которыя будуть выражать 


или данное число A, или вратное его. Во всякомъ случа%, бу- 
* 
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дутъ ли эти формы выражать А, или кратное A, дЪлители А 
будутъ дБлителями этихь Формъ, и, слфд., BAAS ихъ опредЪ. 
литея по способамъ, показэннымъ въ предыдущей глав5, или 
найдется изъ нашихъ таблицъ дЪлителей 2° -+ ay’, если а не 
превосходить 101. 

Какое бы ни было число A, или кратное его KA, можно 
всегда выразить его Формою вида 2° -- ау”. Такъ, принимая 
за Z какое нибудь числа, за у наибольшее число, Ират» 


A 
котораго дЪлитъ разность 4—2°., и полагая частное A par- 


нымъ а, будемъ им®тЬ 
ا‎ 
y? 


откуда получаемь для А такое выраженіе 
А = =? + ay’. 

Подобнымъ образомъ могутъ быть выражены 2А, 84... Beh 
полученныя такимъ образомъ формы будутъ служить для опре- 
дЪлен1я дБлителей А. Но изъ нихъ наиболће выгодны TB, въ 
которыхь а имфетъ незначительную величину: ибо какъ можно 
было замЪтить въ теоріи дЪфлителей квадратичныхъ формъ, 
Mb меньше а, Tub проще формы дВлителей 2°-ғау”. Io- 
этому изъ вевхъ возможныхъ выраженій А, или вратнаго А 
Формами вида =°--ау? мы должны выбрать TB, въ которыхъ 
а незначительное чиело. Для нЪфкоторыхъ чисель эти Формы 
легко могутъ быть найдены непосредственно. Такъ, не трудно 
замЪтить, что 10001 = 100° + 1, 3. 3337 = 1000°--11. и т. п. 
Но вообще такія Формы могутъ быть найдены на основаши 
слБдующей теоремы: 


70. Теорема. Если d, 4, 4,,..... есть PADO чисель, 89 KO- 
торомь каждый член» @„ ү, подвумь предыдущимь опредъляется 
уравненіемъ 


Ту ртн ЗА ЗВЕНЕ, ния VAL 


первые же два суть 1, А- (EV А); то всякая из» формь 
а?%— Dy, 10» D равно 


(*) Звакомь Е мы означаемъ здЪсь тоже, что въ $ 26. 
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са н.. da dg d 
способна выражать А или кратное А. 
Доказательство. Прежде чъмъ приступимъ къ этому дока- 


зательству, замЪтимъ, что ряды 

4,/4,, 83... Тана КАС 
состоитъ изъ чпеелъ цБлыхъ. По положеню 4, = 1, 4 = А — 
(EVA); отсюда слфдуетъ, что @, d, ИА 4,4, суть числа 
ифлыя. Но если эти количества чиела MEIHA, то и веБ осталь- 
ныя, заключающіяся въ рядахъ, 


do, 4,8... И 24,00, И 4--4,4, / Ааа... 


0) 
не могутъ имЪть значеній дробныхъ или ирраціональныхъ: ибо 
по уравненію 


ИА, 10,1, паалы а у j E, RET 


изъ котораго выходитъ также 


d m7 с аА аа; =ч gl A A ا‎ 
| л 


п 


م م 
Ч, Ek 4-4,8,-а--Ү r ,‏ 


п 
количества n 4, 14-44: не могутъ имЬть значенїй дроб- 


ныхъ или ирраціональныхъ, если @„ үл, 4,/4--4,4, _, суть 
числа цБлыя. . 


На основанїи этого, зная, что 4, 4,,/А4--4,4, чисда nh- 
лыя, мы Заключаемь что 4,|34--4, d, имЪютъ значенія ц®- 
лыя; зная, что 4, d, ИА— аа, имфютъ значенія цфлыя, за- 


ключаемъ, что dp, / A— d,d, числа цБлыя, и т. д. 
Приступимъ теперь къ доказательству предложенной нами 
теоремы, и изобразимь буквами Ly 21, 2,,.... 2,_, значеня 


И 4-4, ФУ А--4, йү А = 43@;... М А-а, 7 ПУ ЧИР РД VES дс түн 0,,-1 ? 


тоторыя, какь видфли, Bob суть числа цфлыя. ИмЪя такимь 
образомъ " 


V А--4ү4, == Loy А-да, Бур 11, А-а; == 22, 


ү А--4,-144,-3-502д-4, ИА E =, 
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мы H8 этихь уравненій выводимь 
&?— A= — dido, m? — А = — 4:41, 22? — А = hdz, 


,......... шлу м ЕЙ. . 


которыя иначе напишутся такъ 


(£o + VA) (2 — ИА) =— dido, 
(= + VA) (e — VA) = —dd,, 
(ж; — VA) (28-- ИА) =— 4,4, 


СА —2 + Va (2, —2 77 ИА) = "А da 14, », 
(а. +V A) (ва. — КА) = — 0,0,1. 


Перемножая већ эти уравненія между собою, находимъ 


(о + УА) (zı +V A) (e: + И А).. (eps + ИА) (вл, ч “VAX 
(£o к= VA) (zı ی‎ У А) (zs Ea V 4). СОН” лын И А) (бу гт ИЯ) == 
| (—1) ndod, *4»? ... аз, — 1 dn. 
Но, перемножая между собою выраженія 
zo + Иа, 221 + V4, Ta ян 13 Va... "ИМЖ, ml VA, "ВО ra ҮЗ, 


мы находимъ произведеніе такого вида X,+Y,V 4, гхи Y 
числа BIHA. 

Вел%детвіе этого, предыдущее уравненіе приводится къ 
такому 

(Х,--Ү,! 4) (Х,— УИ А=(—1 "4, а, *а,*... л... 

Полагая же здђсь 4,4,....4, (5-7), и sambaa, что =1 ° 

мы находимъ 
(Хь + 1 ИА) (х,— ИА) = (—1)* 8,445. 


Такое уравнене мы найдемъ для всякаго значения n. Mb- 
лая здВеь п = а, п=В, п = ү,..... ‚ мы будемь им%ть 


Xat ИЛ) (№ — Ya V DHZ’, . 
Хв + Yg V 47Од--Үв у2= (— 1) 821848, 
(хуну (4)(Хү-У, |/Ау=(—1\ї 2, 


........ бо оо ооо ооо ооо бо оон 
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и эти уравневія, по перемножении, дадуть 
(Ya +Yg VS (Xg +Yg VD (X y+ YVA... X 


(Ху-Ү, 4) (Хв— 8/9 (Xy — Y,/4)....= 
(АУ 0.07, 27.2182", ..... Ta dg dy 


..... 


Но, перемножая между собою выраженія 
Хау. / 4, ха в 4, Xy+ Yy 4... 


мы находимъ произведеніе такого вида Х-ЕУИ А, rab X, Y 
числа gbina. ВелЪдетвіе чего предыдущее уравненіе приво- 
дитея къ такому 
(X+Y VA (X—Y V4 = (—1) HHYH.. Zg Zg y- Tadgdy.., 
а это, по раскрытїи скобокъ, даеть 
X? — PA= (1) ҮЕ 2.22422 4,480. 
али X —(—1) "+10, ....(ZaZgZy...) = ду. 


Откуда видимь, что Форма 
22—ау? 
при а = (—1) “+8+1+...1 434 ү..... будетъ выражать число 
кратное A, если £ примемь равнымъ X, и у равнымъ/,48/ ү. 
‚ что и слБдовало доказать. 
На основан этой теоремы, спред$ливши числа 


do, d, dz, .... 


мы найдемъ множество Формъ вида 2° + aY’, которыя будуть 
способны выразить кратныя 4. 

Въ этихь Формахъ а опредЪляется произведеніемъ какихъ- 
либо изъ чисель 


и между различными сочетаніями этихъ чиселъ мы выберемъ 
такія, которыхъ бы произведеніе привелось къ точному квадра- 
ту съ незначптельнымъ множителемъ. Принимал такія про- 
изведенія для опредфленія а въ форм% 27--0/, и выкидывая 
изъ состава а точные квадраты по $ 46, мы получимъ Формы 
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съ незначительными коеффищентами, и эти то Формы, на осно- 
ван сказаннаго нами, послужатъ для опредЂленія дЇлителей 
А *). Если бы мы не нашлп такимъ образомъ достаточнаго 
числа различныхь Формъ, то мы бы стали по предыдущей тео- 
ремЪ искать формы, выражающія кратныя 24, ЗА, 44,....., 
и между нимв выбрали бы удобныя для опредЪлевшя дЪлите- 
лей A. 

Для примфра возьмемъ число 8520191. Не останавливаясь 
на формахъ, которыя могли бы быть открыты непосредственно 
для выражения 8520191 или кратнаго 8520191, мы будемъ 
искать ихъ на основан предыдущей теоремы. Для этого мы 


опред®лимъ числа 
1 do, d, >... . 
по уравненямъ | 
4, = 1, dı = 8520191 — (ВИ 8520191), 
pY 8520101--4,(6, + 8520191 _ 
d. s 


n 


V 8520191 4,1,1. 


Изь этихъ уравненїй Находимь 


4, = 1, d, = 1818, | ds = 1169 | @, = 593, | die = 1210, 
dı = 5467, | ds = 2630, | 4„ = 4223, | @,==2854, | ....,..... 
4, = 870, | dẹ == 8185, | бо--249, | @,,-=2965, |.......... 
d, == 4319, | 4, = 203, | dı =1855, | dis = 371, |......... 


Разлагая здВеь числа на простые множители, что не пред- 
ставляетъ большой трудности **), получаемъ 


d = 1, d, = 18.101, | ds = 7.187, | di2 = 598, 

dı = 7.11.71, | ds = 2 5.263, | de = 4598, | dis = 2.1427, 

4, = 9.5.37, | de 5.7218, | dio = 2.112, | di4 = 5.598, 

Ч, = 1.61 7, d, = 7.29, di; = 5.7.53 dis = 7.58, 
dia = 2 5.11?. 


Разсматривая составъ чпселъ 4, 4, 4,,.......@, мы зам5- 
чаемъ, что числа 


*) Въ этихъ формахъ не будуть заключаться числа di, da, @,.... 
входящія въ составъ а, но они могутъ дЪлить A, и мы ихъ должны пред- 
варительно испытать. 

**) При этомъ можно съ. выгодою пользоваться таблицами Вега, въ 
которыхъ находимъ для всЪхъ чисель меньшихь 102000 разложевіе на 
простые множители. 
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de, 4,0, dis, dio, dis de, dio die 9 dis, а, 4, а die, 


по псключенїп изъ состава ихъ точныхъ квадратовъ, приводится 
къ незначительнымъ числамъ. 

Поэтому на основанш доказанной нами теоремы для опре- 
дфлен!я дїлителей разематриваемаго нами числа 8520191, npu- 
нимаемъ Формы вида а? — ay”, TAB а им®етъ такія значенія 

а = (—1)%, = 5.7213, 

а = (—1)*9% 10 = 2.112, 

а = (—1)4%,6 = 2.5.112, 

а= (—1)to Ftd ods == 25.11۶, 

а--(-1)9810-8444,4,,4,, = 5?.1?.13.2?.11?, 

а= (—1)?+ аа; в = 22.5?.87.11°, 

а= (—1)++9101064,,4, 006 = 182.101.52,72,22,113, 


Исключая въ этихь величинахъ а већ множители, состав- 
ляющіе точные квадраты, находимь для а слЬдующія величины 


5.18, 2, 2.5, 5, 18 87, 101. 


Отвуда видимъ, что дБлители 8520191, должны AMET видь 
дфлителей каждой изъ формь 


2° — 5.18у?, 2° — 902, x? — 2.5y?, AE а а 
4? — 872, 2° —1010°, 


На этомъ оенованіп мы и будемъ искать дЪлителей 8520191. 
Для этого по таблицамь линейныхь дфлителей, мы Зам5- 
чаемъ, что дБлители 2°—5.130° суть 


2602 + 1, 7, 9, 99, 83, 87, 47, 49, 51, 57, 61, 68, 67, 69, 13, 79, 81, 
88, 98, 97, 101, 191, 123, 129, 131, 137, 189, 159, 168, 167, 
177, 179, 181, 187, 191, 198, 197, 199, 203, 209, 211, 213, 
298, 927, 231, 951, 258, 259. 


Но изъ нихъ дВлителями 2°-—5у° могутъ быть только TB, 
у 


которые при brenin на 20 даютъ остатки равные 1, 9, 11,19, | 


ибо для дБлителей 2°—5у° находимъ 
2024-1, 9, 11, 19. 


Выкидывая изъ предыдушихь формъ ве%, которыя не даютъ 
въ оетаткЂ 1, 9, 11, 19, мы находимъ, что дВлителями 2”--5. 130) 
и 22—50° йе могутъ быть числа вида 
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260г + 1, 9, 99, 49, 51, 61, 69, 79, 81, 
101, 121, 129, 131, 139, 159, 179, 181, 191, 
199, 209, 211, 281, 251, 259, 


Но изъ этихъ чиселъ могуть быть дфлителями формы 
а? — 2у° только TB, которыя вида 82 1 или 82 + 7, и, елфд., 
при дфленій на 8 даютъ въ остаткЪ 1 или 7. Чтобы вывести 
изъ найденныхъ нами формъ дЪлителей 2° — 5. 13? и 2—5у? 
такія, которыя бы давали одни числа вида 82-1 и 824-7, мы 
преобразуемъ ихъ такъ, чтобы коехфищентъ при переменномь 
г быль кратнымъ 8. Для этого мы зам чаемъ, что г будетъ или 
вида 2U, или вида 2и--1. Внося эти величины въ найденныя нами 
Формы дЪлителей 12—15? н2’—5*, мы ихъ представимъ такъ 

520м-- 1, 9, 29, 49, 51, 61, 69, 79, 81, 101, 121, 129, 181, 189, 159, 
179, 181, 191, 199, 209, 211, 231, 951, 259, 261, 269, 289, 309, 
811, 321, 899, 339, 341, 361, 381, 389, 391, 399, 419, 439, 441, 
451, 459, 469, 471, 491, 511, 519. 


Выкидывая здВсь TB формы, которыя при дьлеши на $ 
даютъ остатки, отличные отъ 1 и 7, находимъ, что обще д®- 
лители формъ 2° — 5.137°, z? — 50°, 2° — 2? должны быгь 
вида 
520и--1, 9, 49, 79, 81, 191, 129. 159, 191, 199, 209, 931, 289, 311, 321, 

329, 361; 391, 399, 439, 441, 471., 511, 519. 

У macs остается еще для опредВленїя дЂлителей числа 

8520191 четыре Формы 


2?—2.5у*, 22--18у?, 22—37°, 22—1010°. 
Изь нихь первыя Bb имфютъ дЪлителями вся числа, дђ- 
лящія 2° — 5.130, 2° — 59°, 2° — 20°, въ чемъ не трудно 


УбЪдитьея, замфтивъ, что дћлимость 7, — 5.130, °, 2, — 5у,', 
2,--2у, на р предполагаетъ 


æ? ==5.13У1*, 22° == Бу»?, 23° = ду? (мод. р), 
откуда слЪдуетъ L’ L, == 5°130,°2у,°, 2°,2,°==2.5у,2у,° (мод. р), 
и, слћдов., дБлимость формъ 2° — 130° и 2° — 2.5? на р. Что 
же касается до формь 
æ? — 87°, д? — 101°; 
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то опред$ляя ихь дЗлителей и выкидывая изъ Формь 


520 м + 1, 9, 49, 79, 81, 121, 129, 159, 191, 199, 
209, 231, 289, 811, 321, 899, 861, 391, 399, 
439, 441, 471, 511, 519. · 


TB, которыя не согласны съ ихь ВИДОМЬ, мы ограничили бы 
еще orbe числа, между которыми должны искать д®лителей 
8520191. Для этого мы найденныя формы должны преобразо- 
вать такъ, чтобы коёФФишенть при перем®нномъ и быль крат- 
нымъ 4. 37 и 4..101. Посл$ чего дВленїемь этпхъ Формь на 
4. 37 и 4. 101 мы узнаемъ, которыя изъ нихь подходать подь 
Формы дфлителей 22—310°, 2°—1010°. Но при этомъ мы полу- 
JAMP чрезвычайно много линейныхь Формь для опредЂленія 
дзлителей 8520191. Поэтому, не пользуясь пока формами 
2°— 37”, а? — 1010 для опредВленїя дБлителей 8520191, мы 
остановимся на найденныхъ нами линейныхь дфлителяхъ 06- 
щихъ формамъ 2° — 5.13”, 2° — 50°, 7-2), и по HAMS опре- 
д®%лимъ већ простыя числа меньшія 18520191. 


Эти чеела суть 


19 | 521 1749 | 919 | 1281 | 1511 ый 9349 2521 | 2791. 
191 | 569 | 751 | 991 | 1249 | 1559 ; 1951 | 2161 | 2551 
199 | 599 | 809 | 1031 | 1361 | 1609 | 1999 | 2239 | 2591 
311 | 601 | 881 | 1039 | 1439 | 1759 | 2081 | 2311 | 2609 


439 | 641 | 911 | 1049 | 1481 | 1871 | 2089 | 2441 | 2729 


Между этими-то числами мы должны искать напменьшаго 
дЪлителя 8520191. Но по значительному количеству рхъ это 
было бы довольно продолжительно. Для этого мы предвари- 
тельно исключимъ изъ нихъ TB, которыя не могутъ быть д®- 
лителями квэдратичныхь Формь.2 — 3 10°, 2° — 1014”. Для 
этого мы замфчаемъ изъ таблицъ, что дЪлители 2° — 374? 
при д®ленїи на 148 должны давать остатки 


1, 8, 7,9, 11, 21, 95, 97, 33, 41, 47, 49, 58, 63, 65, 67, 71, 73, 15, 77, 
81, 73, 85, 95, 99, 101, 107, 115, 121, 193, 127, 187, 139, 141, 145, 147. 


Но между найденными нами простыми числами этому усло- 
вію удовлетворяютъ только числа 
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521 | 751 | 1249 | 2081 
599 | 881 | 1439 | 2441 
601 | 1039 | 1481 | 2591 
641 | 1049 | 1951 | 2729 
719 | 1231 | 1999 | 2791. 


Такимъ же образомъ находимъ, ч1о изъ этихъ чиселъ д5- 
лителями 22--101/” могуть быть только 
521, 601, 1281, 1249, 1999, 2441, 2729, 2791. 


Пробуя дфлить на эти числа 8520191, замЂчаемъ, что они 
его не дълятъ; откуда заключаемъ, что 8520191 чиело простое. 

Такимъ образомъ, на основавіи теорїш дВлителей квадра- 
тичныхь формь, мы можемъ изел$довать составъ всякаго чи- 
сла, опред ливши рядь чисель 


do, 8», Жыр 
“по уравненїямъ: 4,-1, d, = А—(Е|/ Ау, 


e 1 ИЛЭХ а 
V A- Andy = 4, Е u та А АРА ат Я. -48 1444, йл, — 
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i 
0 квадратичныхъ вычетахъ, 


Въ ІҮ-й глав мы видвли, какь опредляетея величина 

а . 
символа, Ө; и черезъ это знаемъ, имЂетъ ли сравненіе 2==а 
(мод. р) рьшене, или н®%тъ. Но этоть способъ опред®Ъленїя Be- 


ЛИЧИНЫ (5) можетъ быть значительно упрощенъ; можно опре- 
дБлить значеніе (5), ве разлагая ни а, ни другахъ чиселъ 
на простые множители. Такое упрощеніе особенно важно при а 
большомъ; въ этомъ случа разложеніе а на простые множи- 
тели бываетъ очень трудно, и требуетъ гораздо болће време- 
ни, чмъ самое опредЂленіе (5) по способу, который мы те- 
перь покажем». | 


©л®%дуя Лежандру, мы изображаемъ СИМВОЛОМЬ (5) при р 


простомъ, нечетномь, недЬлящемъ а, единицу съ ТЬМЪ изъ 
двухъ знаковъ, съ которымъ она удовлетворяеть сравневію 


р-1 


а 2 = +1 (мод. р). 
Согласитея же теперь съ Якоби изображать произведенїе Ta- 


КИХЬ символовъ (=) (2) (=) заг СИМВОЛОМЬ (2) 
Pı P2 Рз у 

4 а 

Допустивши такое знакоположенїе, мы въвеличин® символа( ху) 
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при М нечетномъ, простомь съ а, будемъ имфть произведеніе 


символомъ (2) (+), (33, РА ‚ гд а, В, ү... суть простые 
множители составляющіе N. Въ случаЪ N простаго этоть 
символъ будетъ тождественъ символу Лежандра, и имь опре- 
дЪлитея возможность или невозможность сравненія 2°==а (мод. N) 


а 
Докажемъ же теперь, что символъ (5) будетъ удовлетво- 
рять всБиь т$мъ уравненіямъ, которыя еслужилн намъ для опре- 
. а 
д®ленїя величины символа p) при р простомъ. 


Не трудно уб®дитьея, что (= шон ) равно (2 T) ( pe К 
Въ самомъ gharb, если 


TAB а, В, Yy... простыя числа; то 


ил 
> 
Ё 
Я Js 
„==. 
| 
|®--|®. я |9. 
‚ШИН „ 
” ажа 
-19.8 
ZN 


$ 
Е 
| 


и 

8, 

5 

Э 3‏ 
ای و 

l 
a E Жый. 


Перемножая эти уравнения, находимь 


(=) @®) @ Э--®@ @®-- © ®@ ®- 


что по принятому нами знавоположеню представится такъ 


ж к 3 77 йн: ) ш ) б 


ЗамЪчая же, что зд®сь а«ВУ...... равно N, найдемъ 


О 


что и хотфли доказать. На основаніи этого мы заключаемъ, что 


а’? 
= 


9-0) 


и ел®д. 
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i á к а 
На этомъ основаніи мы можемъ въ символЪ (5) ВЫКИДЫ- 


вать изъ состава а точные квадраты. 
Также не трудно доказать, что при а еравнимомъ съ а 


по модулю М значеніе ( х.) равно (5 5) Въ самомъ дъл%, если a 
и а сравнимы по модулю N, и N = о8ү....., то ап а ерав- 
нимы по модулямъ Q, В, 1,...., и, елд, 


СР) 


Перемножая эти уравненія между собою, найдемъ 


(5) (в) (= (5) (в) (на (ас) (вт) 


Но авт... = N, едЪдовательно 


(07-05) 
NISEN NY 
. , а 
На основаніп этого мы можемь въ символь зү 91020 а за- 
мЪнить остаткомъ отъ дфленя а на N, или обсолютно малымъ. 


вычетомь а по модулю N. 


Значенія (5) при а =1Т и а= — 1 опредВлятся также, 


какь значенія (=) при р простомъ уравненями 
—1 


()-469)--0 = 


Въ самомъ д®л®, если N = a Вү......,гдБ а, В, 1... простыя 


числа, то (з) 0) (1) Нэх 
р-а е, 


N 2 
Но 21. %Ү-—1, что можеть быть представлено такъ 


эв ыд Сы Г), 
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а это за исключешемъ членовь, имВюшихь множителемь 2, 
приводится въ 


4—1 Ё-1 1—1 
шад 2 + Y 2 CERERE 
4 И 
Въ слдогвїе этого предыдущее выраженіе (F) приводит- 


ся къ такому 
N—1 


ки 


: . y у а | : 
На основанїй этого и уравнены (1, ) -(5) (F) значенїе 


(F) выразитея такь 
К-1 
—@ а ыг Ха 
(5)-(8)6-9 =. 
Переходимь теперь къ уравненію, связывающему значенія 
N á 
5) (=) Это уравненіе подобно тому, которое мы нашли 


для символа (5) при а, р простыхъ, и назвали законъ взаим- 
ности двухь простыхъ чисель. Пусть будеть № = a B4 -..., 
а= а ВУ ....., гда В, Yro подобно а, В,у,...... простыя YH- 
ела. По закону взаимности простыхъ чиселъ находимь. 


Ё а—1 2-1 фе 61 
Ger (8) 08) 2 


10-1 


Церемножая же эти уравневія между собою, получаемъ 


OOO- 


ООО a 


(сл гт TA 


у . @—1 —1 
Но произведеше “ÊY ...... равно N; значеніе g~ 4 1 +- 
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— УЧ 

ҮСХ какь замБтили, разнится съ -, числомъ четнымъ; 

вел®дствїе этого предыдущее уравненіе приводится къ такому 
—1N— 


0-0) 


Подобнымъ образомъ находимъ 


Фет 
у yN 


ооо к ооо ео л 


Перемножая већ эти уравненія между собою, получаемъ 


ВН авна 


что подобно предыдущему приводится къ 
р N Х-1а-1 
(т) бунт 
ибоа В У....... = а. 

Hams остается теперь показать уравненіе, опредЪляющее 
значенїе (5) при а = 2. Это уравнеше, на основанш выве- 
денныхь нами, MORETE быть опредЪлено очень просто nesa- 
висимо отъ уравненія, выражающаго величину (5) при р про- 


стомъ. А 
Для этого мы замБчаемь, что уравнене 


Ын Eje» Хов 


при a = 2%— 1, № = 2n +1 Даеть 


(==) (т) n(n—1) 
m+1/ 7 \2n—1 (-1) А 


(51) = (ыы) 
2n: 2%—1 


Чебышевъ. Теорія сравн. 13 


откуда елБдуетъ 
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Но по доказанному нами 
2n —1 1 - GF) =( 9 ) А 
ит) — ( n+l 80:4:1/ = (зял:1/ (7 D" 
y (ызы: -( 52) 
(21 юу 9-1 = Хөн-/ 
Въ слБдетвїе этого предыдущее уравненіе даетъ 


(в) | бол? Суң 


ДЪлая здВеь п = 2, 3,...... кч и перемножая уравненїя, при 


этомъ получаемыя, находимъ 


2 2 844844-... ү ат. 
(#)=—(з) о | 


Но (8) равно—1; велЬдствіе этого предыдущее уравненіе 
даетъ 
1 


Х-- 
м) ==(—1) 277 
что приводится къ такому ураввенію 
? a 
ETEN 
Ha основаши выведенныхъ HAMA уравненій, мы можемъ съ 
а 
ВЫГОДОЮ ‘ввести СИМВОЛЬ (ж) съ № составнымъ, для опред5- 


. . а 
gemia значеній (2) при р простомъ. Для этого мы будемъ 
поступать при опред лени (5 ) тёкимъ образомъ: 

Если а больше р, то символь ( 2) зам®няемъ символомь 


(=) ГДЬ > остатокъ отъ дфленя а на р (BMBCTO остатка отъ 
дБленія а на р мы можемъ взять за > обсолютно малый BH- 
четь а по модулю р); если > число четное, то разлагаемъ его 
на произведеніе степени 2 и числа нечетнаго; ө. это зна- 


чене (2) представится произведеніемъ СИМВОЛОВЪ (= Эл (5) 


Символы (5 ), будучи въ четномъ числЪ, дадуть произведеніе 
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равное 1; въ противномъ случа® мы его найдемъ по уравненїю 


(х)= с! ) ` ° . Обращаемея къ символу (=) ГД г < р 
и х число нечетное. По выведенному нами уравненію 


N К-1 4-1 
а ти 238 
ЗУ йг: 
0-4 1-1 
Оли. 
5 ) ү ( " ) 9 
Потомъ поступаемъ съ (2, ), какъ поступали съ (2) умень- 


шая такимъ образомъ послБдовательно числа, входящія въ 
этотъ СИМВОЛЬ, дойдемъ до вимволовъ, которыхъ значенія най- 
дутся на основаніи уравневій 


найдемъ 


Qs о (ею 


При этомъ мы будемъ выкидывать въ символу) МНОЖИ- 
телей а и №, составляющахъ точные квадраты, когда такіе 
множители легко обнаруживаются. 

Для прямЪра возьмемъ символь 


( 884257967 ү 
2147483247 


9дВеь верхнее число меньше нижняго и притомь нечет- 
ное, поэтому на основанш уравненія 


> 


"9 N Эт la бы! 
(r): -( JD , 
ВЫВОДИМЪ 
ти Ч” ( ечен, 
2147483647/  \ 884257961 / 


Потомь mbra 2147483647 на 884257967 и находя въ остат- 
KB 378967713, заключаемъ, что 


(Бетте) УА. (88420188) 


981257967. 884257967/` 


Но опять на основанін того же уравненія 
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O он 


находимъ ! 
(12:23 (фи) 
884257967/ .|(378967718/ 


А такъ какъ остатокъ отъ д®ленїя 884257967 на 378967713 
есть 126322541, то 

(33011) (хаваа 

878967713 37-967713 


Продолжая такимъ образомъ, выводимъ у 
т (айн 
378967713/ \126329541/ ~ \126329541 /’ 
бы) (т ый) (тишип) 
126822541/ | \ 126322541 126392541/ \126329541 /° 
(выс) - (воза) (зайн) 
126322541 /  \126322541/ \ 126829541 


Но величин (25259 ка 3 ер 
ВӨЛИЧИНА. ( 156822541 уравнен1ю (у = (— 


есть 1; сл$д., 


( 10 та ( БК (о, ам 
126892541 HS Aa 5 =). 


Итакъ, величина (ви) есть — 1 
в 2147438647 


‚Если бы мы стали опредЪлять значеніе этого символа по 
способу Лежандра, изложенному вами въ ГУ глав, мы долж- 
ны бы были, приступая къ этому опредЗлен!ю, разложить число 
884257967 на простые множители, что предетавлляеть большія 


трудности. 
Принятое нами знакоположені для означенія произведенія 
а а . 
бимводовъ (2) (=) (=), .... и велфдетые того данное 
1 2 3 


нами значеніе символу (5) при М составномъ, MORETE быть 


также съ пользою употреблено въ теоріи дїлителей квадратич- 
ной формы 2° + ay. Taks, если форма 2° — iay’, ryb i= +1 
имфетъ дфлителемъ число №, и № есть произведеніе проетыхъ 


чиселъ офү..., ТО (= ) -1, з =], Ё =) = 1...... откуда слЪд- 
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1 ў 10 
дуеть, что (=) к ) Є Т = 1, и, с1Бд., по нашему знакопо- 
ложевію 


Откуда выходитъ 


i i гм 
Умножая это уравнене на y) зам®чая что (5) = 1,на- 


ХОДИМЬ 


Предполагая же а числомъ нечетнымъ, по доказанному нами 


имЂемъ 
ا‎ 


Отсюда для i = 1, @ = 4n +1 выводимь (7) = 1; ДЛЯ $ = 1, 
Х Жа 

й--47--3 ВЫВОДИМЬ == ° ; ДЛЯ i = — 1, =4" -+-1 
Х-1 


ВЫВОДИМЪ (2)-1-0 E ДЛЯ 1= — 1, а = 4п + 3 BH- 


М 
ВОДИМЪ (2) =]. 


Воть уравненія, которымъ должны удовлетворять дЗлители 
формы х’-ау въ нихъ, какъ частный случай, заключаются 
уравненїя, которыя въ УП-й глав мы нашли для опредђленія 
ХЬлителей 2°--ау? при а простомь. 


П. 
Обь опред®ленїи первообразныхъ корней. 


Въ Ү1-й главЬ мы показали два способа опред®%лять перво- 
образные корни простыхъ чиселъ. Оба эти способа для чиселъ 
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большихъ приводятся къ огромнымъ выкладкамъ. Теперь мы 
докажемъ н%сколько теоремь, на основан!и которыхъ можно 
для многихъ чиселъ по виду ихъ узнать ихь первообразный 
корень. 


І. Теорема. //ервообразный корень числа 2?" 1 есть 3. 


Доказательство. Если р = 2°" =- 1, то въ составъ р — 1 
входитъ только простое число 2, а потому (см. 48 теорему) 
число а будетъ первообразный корень 2°" + 1, если сравненіе 
2° == а (мод. 9°"--1) не имфетъ рБшенія. Докажемъ же теперь, 
что это сравненіе не имБеть рђЪшевія при а = 3. Для этого 


8 
мы замБчаемт, что (==) по закону взаимности чпселъ, равно 


2214-1 кл: ВЕЙ 
(= =) а это равно (59) ибо возводя члены сравненія 4=1 
(мод. 3) въ степень п находимь 4"==1 (мод. 3); откуда 
ясно, что — 1 по модулю 3 сравнимо съ 4" -+ 1, или 27-41. 


Но (5) = — 1. Ол®д., (3851) = — 1; а потому сравненіе 
a= 3 (мод. 25741) не amber» рВшенїя, и 3 есть первообраз- 
ный корень числа 22”--1. | 

На оеснованш этой теоремы мы заключаемъ, что 3 есть 
первообразный корень 5, 17, 257, 65537. 


П. Теорема. Первообразный корень числа 2(4n-+-1)--1 при 
4п---1 простомь есть 2, а числа 2(4п+-1)-+-1 при 4п--3 npo- 
стомь есть 2(4п+-3)—1. | 


Доказательство. Если р = 24n + 1) +1 и 40-41 число 
простое, большее 1, то въ составъ р—1 входятъ два простыя 
числа: 2, 47-1; поэтому (см. 48 теор.) число а будетъ перво- 
образный корень числа 2 (4n + 1) -+ 1, если сравненія 


х? = а, uF! = а (мод. 2(4% -4- 1) + 1). 


не имЪютъ рБшенія. Докажемъ же теперь, что эти еравненія не 
имфють рБшенїя при а = 2. Невозможность перваго очевидна; 


оно приводится ЕЪ 
ж? = 2 (мод. 8n + 3). 
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а, по 32-й теорем®, 23) веть — 1. 
Что-же касается до зтораго, оно будеть 
nti —2 (мод. 8n + 3); 
откуда, возводя 005 части сравненія въ квадрать, находимь 
2"? — 4 (мод. 8n + 3). 


Этому сравненію не удовлетворяютъ числа кратныя 8и-+3, 
а при 7, нед$лящимся на 87 -+ 3, по теоремъ Фермата будетъ 


282 = 1 (мод. 8п + 8) 


Въ слвдетвіе чего предыдущее сравненіе приводится къ 
такому 


-04 (мод. Зп =+ 8), 
ИЛИ 


8 = 0 (мод. Зп +-3). 


Әта еравненіе могло бы имЪть место только при n = 0, 


но случай n = 0, и, елЪд., 47 +- 1 = 1 мы исключаемъ. Итагъ, 
оба сравненія 


22-50, VIPE == д (мод. 2 (4п + 1) + 1) 


при а = 2, п > 0 не имВють рБшенія, и, елЪд., первообраз- 
ный корень 2(47--1)--1 въ сдВАланныхь нами предположе- 
ніяхъ есть 2. 


Переходимъ теперь къ р = 2 (4n + 3) + 1. Въ этомъ CAY- 
чаб p— 1 будеть заключать простыя числа 2 и 4п + 3, па 
будетъ первообразный корень 2(47-43)--1, если сравненія 


х= а, 0473 == д (мод. 2 (4п + 3) 4-1) 


не имфютъ рВшенія. Докажемъ же, что это случаетея для 
а = 2(4п — 3) — 1. Первое сравненіе приводится къ 


т? == 8n 5 (мод. 8n + 7), 


и оно не имћетъ рБшеній: ибо 


и) = (= И (555 шаш 
89-47 87-4-7 89-4-7 


Второе будетъ 
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21 = 8n +5 (мод. Sn + 7), 
gts = — 2 (мод. 8n + 7). 


Возвода 065 части этого сравненїя въ квадрать и замЪ Чая, 
_ что по теорем Фермата 2“"+' = 1 (мод. 8" + 7), находимъ 


1—4 (мод. 8n + 7) 
что невозможно. Итакъ, оба сравнешя 
2 = а, тїз = а (мод. 2 (4п + 3) + 1) 
при а = 2 (4n + 3) — 1 не имбють рБшенія, и сл%д. 
2(4п+-3) — 1 есть первообразный корень, числа 2(4n + 3) + 1. 
На основанїи этой теоремы мы заключаемь, что 2 есть Nep- 
вообразный корень 11, 59, 83, 107, 123, а 7 имћетъ перво- 


образнымъ корнемь 5; 23 имБеть первообразнымъ корнемь 21; 
47 имЂетъ первообразнымъ корнемъ 45 и т. д. 


Ш. Теорема. /7ервообразный корень 4N —1, при N npo- 
стомъ и большемь 9, есть 2. 


Доказательство. Если p=4N—1, и, № простое, большее 
2, то р— 1 заключаеть два простыхъ числа: 2 и №; поэтому 
а будеть первообразнымъ корнемъ 4N4-1, если сравненіе 


22 а, 2 = а (мод. 4N + 1) 
не имћютъ рьБшенїя. Докажемъ же, что это случается при 
а = 2. При а = 2 первое сравненіе будетъ 
x? = 2 (мод. 4N + 1). 


Но N нечетное число; слЪд., вида 2" + 1, а потому 4N -- 
1 = 8n +5, въ этомъ же случа%, по 32-й теорем%, 


(aa) == 
4М4-1/ — ) 


и, елЗд., сравненіе 
ж? = 9 (мод. 4М-41) 


не имђетъ рБшенія. Чтоже касается до втораго, оно приводит- 
ся КЪ 
f a" — 2 (мод. 4N + 1). 
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Возведя 005 части этого сравненїя въ четвертую степень 


и зам тивъ, что по теорем Фермата a “== 1 (мод. 4N + 1), 
находимъ 

1 == 16 (мод. 4N + 1), 
ИЛИ 


85--0 (мод. 4Х--1). 


Но это еравненіе невозможно: ибо оно предполагаеть 3 или 
5 дБлящимея на простое число 4N + 1, ryb N >2. Caba., 
оба еравненія 

п == а, ж” == а (мод. 4N + 1) 

при а = 2 не имћютъ рЪшенїя, а потому 2 есть первообразный 
корень числа 4N -+ 1. 

Тавь числа 13, 29, 53, 149, 173, 269, 293, 317,.... будуть 
имфть первообразнымъ корнемъ 2. 


ІҮ. Теорема. “исло 4.2" Х--1, при N простомь превосходя- 
sM 
щемъ qom M > 0, будеть имьть первообразнымь корнемь 3. 


Доказательство. Если р--42".М--1 и № простое, то 
р — 1 заключаетъ только два простыхъ числа: 2 и М. Въ этомъ 
случаЪ а будетъ первообразнымъ корнемъ числа р, если сраз- 
ненія 
22-50, 2 == а (мод. 4.39 М 1) 
не имфють рЪшенія. Посмотримъ же, могутъ ли они имБть p$- 


шене ири а =3, когда №, по положенію, число простое, 60- 
т 


ле сэн и, елЪд., болБе 3 и на 3 не дЪлится. Въ этомъ слу- 
чаЪ N будетъ или вида Зи 4-1 или Зи — 1. Сл%д., будеть 


N= +1 (мод. 3). ч 
1 ! „у 

Но изъ сравненія 2 == — 1 (мод. 3), возводя его въ стеү qN - 
пень M- 2, выводимь Е Т о. 
2®-+ = 4-1 (мод. 8)... Са ИРТ, 

( свз <, моч 

Откуда слБдуеть, что Ыб шщ 

2%-+з М=-1 (мод. 8)" 
а потому 4.25 N — 1 будеть сравнимо по модулю 8 или съ 0, 
или съ 2; Первое не можетъ имфть м%ета: ибо оно предпо- 


www.rcin.org.pl 


— 202 — 


лагаеть дБлимость проетаго числа 4.2" ~ 1 на 3; во BTO- 
poms же случаЪ جڪ‎ равно ( 8) = — 1. НО, по закону 
взаимности двухь простыхъ чиселт, имфемъ 
т 
(10:57 5517 с, 

что обнаруживаетъ невозможность еравненія | 

æ? == 8 (мод. 427 М + 1). 

Haun остаетея доказать, что сравнене 
a = 3 (мод. 4.2т М -+ 1) 


въ сдфланныхъь нами предположеніяхъ не имБеть р шения. Для 
этого мы возводимъ 005 части его въ степень 4.2" и замЪчая, 


что теорем Фермата 2?" = 1 (мод. 4.2" № 4- 1), получаемъ 


1 = 8+2" (мод. 4.2т М- 1); 
откуда елБдуетъ 


(822 + 1) (8527 - 1) =0 (мод. 4.2т № + 1), 


что предполагаеть дЪфлимость одного изъ чиселъ 322” + 1 


322" —1 на 4.2" = l, а это невозможно: ибо № по поло- 
т 


2 
женію болЪе гэв! и, CIA., 4.2" --1 превосходить 92" 41, 


т 
или 3°° +1. 


Итакъ, въ сдБланныхъ нами предположеніяхъ оба сравненія 
22 = а, a" = а (мод. 4.2тМ + 1) 


при а = 3 не имБютъ рЪъшенія; ел®Ъд., число 4.2" М1 им®етъ 
первообразнымъ ворнемь 8. 

Tars, числа 89, 233, 569, 809, 857 вида 8М+1и 5009 
вида 16 № +1 имЪють первообразнымъ корнемъ 3. 
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П 


06ь опредВленїи числа простыхъ чиселъ, не превосходящихъ 
Данной величины. 


Мы видфли ($ 2), какъ могутъ быть опредВлены BCh простыя 
числа отъ 1 до даннаго числа. Такимь образомъ можно опредћ- 
дать, сколько простыхъ чисель, меньшихъ даннаго предфла. Но 
такое опредЂленіе числа простыхъ чисель, меньшихъ даннаго 
предЪла, представляетъ большія трудности, когда за предЪлъ 
принимаемь большое число. Мы займемся теперь опредъленіемъ 
этого часла по приближенію, и покажемъ на основаніи этого 
ръшеніе нћкоторыхъ вопросовъ. 

Во второмъ romb Теорін чиселъ Лежандрь предлагаеть Фор- 
мулу для ириближеннаго опредЪлен!я числа простыхъ чисель, 
меньшихъ даннаго числа. Свою Формулу Лежандръ повфряетъ 
таблицею простыхъ чиселъ отъ 10000 до 1000000, и потомъ 
прилагаетъ ее къ ръшенію нъкоторыхъ вопросовъ Теоріи yn- 
селъ. Не смотря на видимое соглаеіе Формулы Лежандра еъ 
таблицею простыхъ чиселъ, мы не можемъ не изъявить сомнЪ- 
нія на счетъ строгости ея, и въ елЪдетвіе того не можемъ 
признать вЪрными выводы, на ней основанные. Къ такому за- 
ключенію приводить HACE одна теорема относительно свойетвь 
Фунеціи, опредБляющей число простыхъ чиселъ, меньшихъ дан- 
наго числа, теорема, изъ которой могутъ быть выведены многія 
любопытныя предложенія. 

Мы займемея теперь изложеніемъ этой теоремы, а потомъ 
покажемъ нвкоторыя изъ ея приложеній. ` 

Теорема, которая будетъ предметомъ нашихъ изслБдованїй, 
заключается въ слБдующемъ: 


1. Теорема. Если ф (2) означает» число простылъ чисель 
меньшить L, п какое либо число цњлое, о количество > 0, то въ 


{лез 1 log” 
CYMM Х |0(2-1)--9(2)-- а Fe 
х=2 
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мы будемь имьть такую функцію, которая съ приближенемь 
р къ 0, приближается къ конечному предълу. 


Доказательство. Мы докажемъ сначала, что такое свойство 
принадлежить Функціямъ, получаемымъ черезь дифхеренциро- 
ваніе нЪеколько разъ выраженїй 


1 1 1 

23 00-00 Лювр--Зо (1 Яс ЕР), 
1 

> 105 (1— стер) + > ЕР 


по р, предполагая здЪсь и вездБ впослЪдетвш суммированіе по 
т распространеннымъ на већ числа отъ m=? до M= œ, сум- 
мированіе же по р. распространеннымъ на одни простыя числа 
отъ р = 2 ДО в = со. 

Начнемь съ перваго. Не трудно асаж что 


а потому 


Сан Үлэг 
тэ? [+ Ve~ Ty бА 
Изъ этого уравненія видно, что производная N порядка отъ 
SFF, 
менателемь будеть | 12? єг" 4 |), а числителемь цБлая 
Функція интеграловь 


5 - > по р будеть выражаться дробью, у которой 3Ha- 


оо 1 1 чи 20 — 
Жа ХЭЛЭЭ... Plog” ‚ 
а ах. ( 2 J 17100242, ў e FU! 


|. E tg logzdz, f g~ P log rdi, ў 202—2 log" дах. 
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Но такая дробь, будетъ ли n = 0, или > 0, приближается 
къ конечному предВлу съ приближешемь р къ 0: ибо предълъ 


интеграла сј" ° g~ da при р = 0 есть 1; интегралы же 
o8 1 0 ү шшш, 357, АЫ РУ 
үү (== 2 9: adu, Г (= 2) 27105 sdz, 
бе 1 1 о. 1 1 
еа jer б 2 EA PI DR О-Н т 
Я ! (== Ээж ZOLA, / 2 (== е 2 log ха», 
/ Ута од тах, / emrt log tlt.. / 296—210 108" 
при © = 0, очевидно, сохраняють конечную величину. 


И тавь, съ приближеніемъ р къ 0 веБ производныя отъ 


1 1 1 1 
> гер — ,) Тавже KARD и сама 3 ЖЕК! будуть имЬть 


пред$ломъ величину конечную. 
Обращаемся теперь къ Функцїи 


i 1 
log سم‎ < log (-257 
ИзвЪстно, что 


7:75 e 1 


1 1 444 


==1 + яр Ате У 


откуда выходить 


(5) (вз) elita) 
- 4 


ГЕР >), 


что по нашему знакоположенїю напишется такъ 


— 2100 (1— эв)” log (1— 3 ее»); 
слЪдовательно 
log p — log (1— г) = log (14-3 ТЭГ 
а потому 


амд 1 
= 10 (1-5 яр + = 


log ¢ Slog (1es ) == log| 1 (206—1) | 
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Изъ этого уравненїя видно, что производныя 
1 
log р — 2 log (1 E) 
по © выразятся конечнымъ числомъ дробей, у которыхь знаме- 
нателями будуть MIKA, положительныя степени 


1+0 (2 1) 


а числители будутъ WINA Функши количества р, выраженія 


1 1 
Зе — > и Пройвводныхь его по р. Но такїя дроби съ при- 


ближеніемъ 0 къ 0 приближаются къ конечному предБлу: ибо 
у 1 1 

выражене 1-4-0-- (= {сз = > Канан Э о, составляющее знаменате- 

лей этихъ дробей, съ приближеніемъ р къ 0 приближается къ 


1 1 
1 (потому что 5 ИР у? какь доказали, при этомъ остает- 


1 1 
ся конечною величиною); Функція же 2-5 — > и производ- 


ныяея, входящія въ составъ числителей этихъ дробей, по до- 
казанному нами, еъ приближеніемъ р къ 0 приближаются къ 
конечному предзлу. 

Намъ остается теперь доказать это же относительно про- 


ИЗВОДНЫХЬ 


2102 (1 К г) + 2 FP 


Для этого мы замъчаемъ, что первая производная этой фунеціи 
есть ' 


1 


е 10 
У У, ... МСА 
л окен 

14-р 


= 


По виду же этой функщи не трудно замЪтить, что ея высшія 
производныя выразятся конечнымъ числомъ членовь вида 


аи се 
p2 t2 др 1 (1- 1 ү 


ар Р маг FP 


гд р, 9,7,5, не < 0. Но каждый изъ такихъ членовъ для 0-0 
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и 0-0 имфетъ конечную величину: ибо для с=0 и р> 0 функ- 


ція, состоящая подъ знакомъ >, относительно — будетъ безко- 
нечно-малое порядка не ниже втораго 


Убђдившись такимь образомъ, что производныя отъ выра- 
женій 


1 1 1 
Жн 787 log — 2108 (1—55) 


2108 (1— ==.) + 


Р? талд 


съ приближешемь о къ 0 приближаются къ конечному пред®%лу, 
мы заключаемъ тоже и о выраженін 


4" log (1 — па) метал: ый q Чюво-- 2log (1- 


209) 
ал r e АЕ НИС 
7 ний. 1 1 
(59-06) 
Ж ДЫЛ? тата. 


которое по выполнени дифференцированя и сокрашенїи при- 
водится къ елЬдующему 


10867 щ ~ log" — т 
E (5 тте и 2 ЭЭ) 


въ чемъ и заключается предложенная нами теорема: ибо, какъ 
не трудно замЪтить, по нашему знакоположенїю выраженіе 
log” p 


log! m 


тождественно выраженію 
T= 


2. ©. ёчө)- ana 1 Е|! = 


ЕВ? 
2 = 


‚=з [еде |р 


= 
73 21.60) 166 


Въ самомъ д®лђ, послвднее выраженіе есть разность двухъ 
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х 10 
изъ которыхъ первое приводится къ X Ер (сумм значенїй 


log" 

аїр 
ф (x), означая число простыхъ чисель, менынихъ V +1 и 7, въ 
разности Q (2--1)—Ф (x) дають 1, когда х число простое, и 
0, если 2: число составное; второе же перемВною х на mM обра- 


log" — № 
щается въ 5 


‚ соотвЪтетвующихъ простымъ числамъ): ибо ф (2+1) и 


Такъ убБждаемся въ справедливости предложенной нами 
теоремы. 

Изъ доказанпой нами теоремы можно вывести многїя любо- 
пытныя свойства Функши, опредъляющей число простыхъ YH- 


селъ, меньшихъ даннаго предђла. Для этого мы замБчаемь, что 
2+1 dg 


1 
разность үс. —/ Ф 


? 1 1 
малое относительно 7 порядка перваго; а потому выражене 


1 s1 dæ лан 
log” Jz ораха 0 


1 
при ж большомь будетъ относительно — порядка 2 + е, п, 


‚ при = большомъ, есть безконечно 


слЪд., при р не < 0, сумма ` 


ИЕ — [Е М 
ин 1007 , 1092 Jett 0 
З 9 8: } Ф g: Т 


T = 


будеть имфть значенїе конечное. Складывая же эту сумму съ 


выраженіемъ 
т = оо 


1 1 л т 
Е | “се-1)--0(4)- | РЕ) 
2 == 2 Ар 


о которомъ сейчаеъ доказали теорему 1-ю, на. основана ея 
заключаемъ, что значеніе 


2 == со ЦЭ" 
|= у 


> ر‎ |= е0) -/2 та 26 ғр 


№ = 


еъ приближеніемъ р къ 0 приближается къ конечному предЪлу. 


А отсюда не трудно вывести слфдующую теорему: 
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П. Теорема. Omo ж = 2 do x = со функція ọ (х), означающая 
число простыль чисель меньшить L, удовлетворяеть безконечное 
dx ах 


loge  logz ЕГ 


Ч т 
число разъ и неравенству ф (2) > 7 


ах 
тв 2) < —— 
етв Ф( ) Г рек. орт Ток” т 9 хак» бы «, өт? количествомъ 


положительным, ни было мало, а п нибыло велико. 


Доказательство. Мы ограничимся здћеь доказательствомъ 
втораго неравенства, первое докажется подобнымъ образомъ. 
Для доказательства, что | неравенетву 


AL 
м 240) 


удовлетворяетъ безконечное множество чиселъ, допустимъ про- 
тивное, и посмотримъ, къ чему приведеть насъ это допущеніе, 
Допустивъ, что неравенству (1) удовлетворяеть конечное число 
чисель, положимъ, что а есть цфлое чиело, превосходящее и 
количество е" и наибольшее число, удовлетворяющее неравен- 
ству (1). Въ этомъ предположенш для X> а будеть 


>=. dæ 
Фф (2) _ багт А ко, log 2 >n, 
я, СЛБД,, j 
т dæ > at n } 
Ф(2)-- 2-3) ХУАР (2) 


2 log x= log” ж? 1062 


Но вьэтомь случаЪ, какъ сейчась увидимъ, въ противность 
доказаннаго нами значене выраженія 


ж == оо 1 dx 
> [е@+-1)—е@— Да 7773 ЮЕ 2 
27-12 


будетъ приближаться къ + <> съ приближеніемъ р къ 0. Въ 
самомъ д®л®, это выраженіе мы можемъ разсматривать, какь 
предЬль 

2 == 8 24-1 dx 

= [oe — ea) — „ Лорт na 

== 2 t 
при $ = œ. Предполагая же $ > 4, это выражене мы можемъ 
разсматривать какъ сумму 

Чебышевъ. Теорія сравн. 14 
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2—8 Р 
С++ х [peo | dæ ойт 20... (3) 


т==а+-1 A шр? 


называя черезъ О сумму 


еее сат 


LR г 1022 [21+0: 


которая, очевидно, сохраннеть конечное значеніе при о = 0 и 
е > 0. 


Дал%е, по формул 


8 8 
Зи Vr) =U 1و‎ Мб да ¬ 0e (и„— ЦЭЭР ) 
ач-1 а--1 


полагая 
z dg log” 2 
вг-ө0)- шә ч = кке 
выраженіе (3) преобразуемъ въ такое 
nti dx loga 8+1 dz - 108" 8 __ 
С [af log p6- 7 ا‎ 
2 | 108"(2--1) 
ен 2) 
т. | етт -fE да! ағ — ету 


а это, называя черезъ Ө количество > 0 и < 1, можемъ Hå- 
писать такъ 


4+1 dx 7 1од"а 8+1 dx 1 10678: 
Рену а Раи «4-1! 7-1 Май 


% 108“(2--9) 
+a ‚ 1902) Л سم‎ ПЕР" 


Полагая же два первые члена этого выраженія равными К, и за» 
мЪчая по (2), что третій членъ > 0, мы убЪждаемся, что все 
это выражене боле 


ах т log” (2—9) 
Е БЭЛ х ЙГ (ж) — Ж TN [1 тү ` 108 م ا‎ 


Изь тахь же неравенствъ (2) видно, что 8дБеь подъ зна- 
комь суммы, въ предБлахь суммированія, Функцїя сохраняеть 
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знавъ +. Притомъ въ предБлахь суммирования будетъ во 1-хъ) 

1+ — р Orbe 1— ga ибо о > 0, хче > а + 1 
р 108(2--9 log а Ы р 0 , 

- а(2— 

0 < 1; во 2) Ы (£) — ЇЙ” E borbe ——— т: : ибо Ф(2) НИЙГ 


не меньше T mz по первому изъ неравенетвъ (2), а по второму 


Зав 
производная ү у БОТОрая есть |, сэ 1 =) боле 0, 
ат (2—9) 
logis > 105" (=—0)" 
А потому предыдущее выраженіе боле 


велБдствіе чего 


Fa “Хо р. Зө "(2-9), 


2-3 өг 681106") еен" 


Но это, по сокращении, приводится къ слБдуюшему 
босу! 
ЫЕ. 7А Се 07225 
что, очевидно, болђће 
3 ч 02-58 1 
Ра (1 & =) Е 


ige д=а-+1 ИЯ 
А это для $ = со будеть 
n E 1 
F+ а (1 - шал) 1 , 
1-4" 
loga 2--0--1 21те 


и съ помощію опредВленныхь ивтеграловъ напишетея такъ 
— ар 
өсү Йй 
log 2 рег 2010 


Но это выраженіе, очевидно, съ уменьшеніемъ р приближается 


Eb 4 со; т de = + œf? e~t dæ = 1, à œ по по- 
ложеню и 1 — бз велБдетвіе (2) суть количеста положи- 
тельныя. Ч 


УбЬдившись такимь образомъ, что въ СДВЛАННОМЬ нами 
предположеніи не только сумма 
коо? dæ | 10872 


хи 
"3 [960—000 S: үй | БУР 
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но и количество меньшее его съ приблпжевіемъ р къ 0 Npa- 
ближается къ + оо, мы заключаемъ о несправедливости его, 
что и елБдовало доказать. 


На основан предыдущей теоремы легко доказать сл5Ду- 
ющую. 

Ш. Теорема. Выражене ГО 2) 
жеть UMMO предъломь количество отличное отъ — 1: 


— log 2 при x = ~ не МО- 


Доказательство. Пусть будеть Г, предълъ значенїй 7. — 
log 2 при 2 = со, Въ этомъ предположенїи мы years найдемь 
хе яа — log 2 
не будеть выходить изъ предфловь / — ё и ile. какь бы € 
ни было мало. CIBA., для такихъ величинь т, при € > 0, бу- 


детъ 


число № столь большое, что при = > № значенїе 


НУ 2 
ә) 8 0 e 50) 


Но по ERS теорем%, неравенства 


— log 2< L+-€........... (4) 


ф(2) > лт) Ф@) < L e у 
س‎ logs E 10872 


удовлетворяются при безконечномъ множествЬ величинъ V l, 
CIBA., при н$фкоторыхъ числахь 2 > N, для которыхъ MAMBOTS 
мБето неравенства (4). Но эти неравенства въ соединенїи съ 
посл$дними дають 


7 7 
г dæ ат — 10522 0—6, т 4х У Г 
/ 2102 loge / > logg ` 10575 


откуда выходить 


— log s< 146, 


2— (08 2—1) (у р 57-18: 
А ДАИ. шэн (Кош кез 
1125: 18 ые 
ах 
т--0082--1) (У Mar 108": 


r dæ p% 
1106 2 10872 


5Ё-41» 
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Изъ этихъ неравенствъ видно, что численная величина L 4-1 
не превосходитъ численной величины одного изъ выраженій 


Шея келын 
2—0082—1) (/, ДР 55) 
52021 


2 аж _ or СА? 
$ 2 loge Г (07:47 


Но количество ѕ можеть быть едБлано, какъ замЪтили, по 
произволу мало, предполагая № чрезвычайно большимъ; тоже 
случается, при увелизиваніи =, съ выраженіемъ 


dx 2. ал 
л (lug 2 717) (К ек). 


Бос 1461 
2105 2 hi log”x 


ибо въ предЬл5 этихь выраженїй для 2 = со, по извъетнымъ 
прїемамь диФФереншальнаго исчисленїл, мы открываемъ 0. Уб5- 
дясь такимъ образомъ, что выра женіе 


2 dæ ыал ат 
= — (log z —1) Ж-а 19 
гае г дк _ ах 2822 


2 log 2 + 10575 


опред ляющее высший предбль численной величины L1, мо- 
жетъ быть сдфлано по произволу малымъ, мы по способу Mpe- 
дБловъ заключаемъ, что ЕР +1 = 0, а потому L = — 1, что 
и слБдовало доказать. 


Доказанное нами относительно предЪла значеній Е ту — log 2 
при 2 = со противорЪчитъ Формул%, предложенной Лежандромь 
для приближеннаго опредВленїя числа простыхъ чисель мень- 
шихъ даннаго. По его мяфвію, при x большомъ значеніе Ф(2) 


можетъ быть опредВлено съ достаточною точностію уравненіемъ 
ея 
е(2) = log 2 — 1,08366* 
Но отсюда для предфла 


--1,08366, вмВето — 1. 
“На основаши теоремы П можно показать выспий предфлъ 


© 2) — log х при 2 = со находимъ 
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точности, съ которою Ф(2) опредВляюшая число простыхъ 
чисель меньшихь 2, можегь быть представлена какою либо 
данною функшею fx. При этомъ разность fx — $(2) мы будемъ 
сравнивать съ выраженіями 


ЦЭ. 12... 
log 2? 10422 е ЗАМЫ 
И baar сокращенія будемъ называть А количествомъ порядка 


Тоол! ёли отношене А въ при 2 = со будеть со для 


е Іор" 
т> тп и 0 для т < я. Условившись въ этомъ, мы докажемъ 
слфдующую теорему: 


ТУ. Теорема. Если выраженіе 


10872 г ах 
: ( fe =T раа) 


при 2 = со имъеть а количество конечное или без- 
конечность, то fe не можеть представить ф(2) вњрно до Ko- 


НИ 
личествъ порядка үс л, Торт включительно. 


Доказательство. Пусть будетъ L предЬль, къ которому 


значеніе 
мүн 2 г ах 
(/0)-/ 65) 


приближается съ приближеніемъ 2 къ со. Количество L, нв 
будучи 0 по положенію, можеть быть или количествомь поло- 
жительнымъ, или отрицательныъ. Мы его предположимъ коли- 
чествомъ положительнымъ; но сужденія наши безъ затрудненія 
приложатся и къ случаю Г, < 0. 


Если значенїе 
ree 


съ приближеніемъ 2 въ со имћетъ предЪломъ Ё, большее 0, 

TO po барзан число № столь большое, что для х > М зна- 
da 

чевіе 198" (f (2 2)--/ 3 останется постоянно боле mb- 


Кт: положительнаго количества l. Сл%д., предполагая 
2 > М, мы будемь имЪть 
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log 72: 2 dæ 
ов (f= ут) р DW R 
Но по П теорем%, какъ бы х = = ни было мало, для без- 


конечнаго множества чиселъ будетъ имть м®сто такое He~ 
равенство 


au 
ọ (2) < [ж = РАА Еб ле (6) 
которое даетъ | 


Га) — Гоо < 0) — (0) пы 


: 10672 : 1 
что по үмножеши на = и по ПОЛОЖӨН1Ю & = 9 будетъ 


ед /* теъ] 575 1) — [+ 5 


log 2 


а отсюда, велЬдетіе неравенства (5) выходитъ 


98 (а) — ج‎ )([ > 


Но это это неравенство, сущеетвуя вмъст% съ неравенствами 
(5) и (6) для безконечнаго множества чиселъ, по причин 


- $ 
- > 0, обнаруживаетъ, что предфль 


87 [е (ш) — Ф(2)] 


при 2 = со не есть нуль. Если же этотъ предълъ отличень 
отъ 0, то разность /х — фа по сдЪланному нами опред%ле- 


нію есть количество порядка їл» ИЛИ ниешаго; и, ел®%д., f(x) 


разнится съ Фф (т) или количествомъ порядка 
рядка нисшаго, что и ел®довало доказать. 
На основан этой теоремы мы узнабмъ, что Формула Ле- 


2 
Pee ИЛИ HO- 


жандра кен ДЛЯ которой 


шэн 2 т dæ =.) 
д \10822—1,08366 J до 2/ 


при 2 = со имфетъь предБломь величину 0,08366, не можетъ 
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выражать Ф (2), число простыхъ чисель, меньшихь 7, BBPHO 
до количествъ порядка ч, бы включительно. 

Также не трудно показать на оенованіи этой ЭОЕ ве- 
личины постоянныхъ А и В, при которыхъ Функція — 5+ в“ 
ла бы выражать ф (2) вЪрно до количествь порядка т.о. BEMO- 


чительно. По предыдущей теоремЂ такія величины А и В дол- 
жны удовлетворять уравненію 


: 109°, г 4 
lim, | Эф? (Inri тү 3 нас ممما(‎ =0 


T 
Но разложенемъ—— TY FEST вь рядь находимь 


ЭМ. ШИ Л КА, Зар. УУХ MAAE: ал ТИН 
Alogsz+B А logs 42106286 АЗ 10035 


х ах 
Интегрируя же / 2 ogy "0 частямъ, имфемъ 


х ЛЖ, A т 
юж  logz © цагт afin Шар" 


Вел детве чего предыдущее уравненіе измБняется въ сл$- 
дующее 
A ёс 5 Ши эгж... 
н Пор? | А loge A? log ` АЗ log?x 
Я Е +а 
loggæ log 310535 02-00 
что приводится къ такому уравненію 


1 


lim. oy G- ' “ч д % шэг ть í == 0. 
т--00 


logs‏ ۾ 


ЗамЪчая же, что зд®сь вс члены, начиная еъ третьяго, ири- 
ближаются къ 0 съ увеличеніемъ т, мы убЪфждаемся, что это 
уравненіе можеть быть удовлетворено только предположеніемъ 
1 


1—1=0,4;+1=0. Откуда 4-1, B= — 1. 
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Итакъ, изъ Функцїй вида ЖЛ ЕБ Одне УУНШИЛ рт 


могла бы выразить Ф (2) вЬрно до количествъ порядка 
включительно. 

Что же касается до выбора Функшїи, наиближе выражаю- 
щей ф (x), число простыхъ чисель, меньшихь даннаго числа, 
то относительно ея можно доказать такую теорему. 


10575 


ү. Теорема. Если функція ф (2), опредъляющая число npo- 
стыль чисель менышить 2, можеть быть выражена“ втрно до 


2 
количествъ порядка [ойл включительно алебранчески въ т, log 
z, е, то такое выражене ея есть 


$ 1.0 198.2 1.2.3...(п— 1х 
А 1... р аурата ааа 
logo 10422 10892 1067 


Доказательство. Пусть будеть /(2) та функція, которая, 
заключая алгебраически 2, log. 7, e”, выражаеть ф (x) вЬрно 


2 . 
до количествъ порядка ——_ включительно, ВЫражене 
ия 


log” 
| зы — си 1м) 
£ logt. Tew №. log" 
сь увеличеніемъ Z должно приближаться къ какому либо Mpe- 
ДЬлу конечному или безконечно великому: HOO въ противномъ 
‹случаЪ первая производная этого выраженія съ увеличеніемъ 
2 до со м$няда бы свой знакъ безконечное число разъ; а это, 
такъ легко замЪтить, не можеть случиться съ функщею алге- 
(раическою отъ 2, log 2, e (*). 


(*) Что алгебраическая функція отъ æ, log т, перестаетъ м$нять свой 
жакъ при т, превосходящемъ нъкоторый пред%лъ, въ этомъ не трудно 
убЪдиться. Для функши ц®лой это ясно; знакъ такой функціи при доволь- 
FO большомъ £ будетъ зависть отъ одного члена вида ка". log ™''z.e''" у; 
юторый не мБняеть знака при 2 < 1. Для всакой же другой алгебраиче- 
«ой функши 2, log 2,е°, которая пусть будетъ у, это докажется такимь 
«бразомь. Функція у вообще будетъ корнемъ уравненія woy--u, y™— t.. 
++» —1ї-+—н„ == 0, и если то будеть функція, получаемая черезъ исклю- 
теше у изъ предыдущаго уравненія и первой производной его по <, то 
оунЕціи Uo, миы, V, KARD цфлыя, перестануть м®нлть свой знакъ и обра- 
цаться въ 0 при X превосходящемъ вЪкоторый предфлъ, а при этомъ и Y 
будеть сохранять свой знакъ: ибо при величинахъ =, необращающихъ 
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Итакь, для Фф (2) необходимо будеть 


1.2 1.2% 
эж 2 070 1.2.3..... (п, e Ё...(1) 
о Бе Бо “ЭТТ Уураа, хи Наэ: 


Но съ другой стороны не трудно убЪдиться, что 


Ез 1.2 1.22 
и +... 
бая ыт" 10535 
105579 Хн Га | нарх 
А 105722 1-7 2/1а---о0 2 


а это уравнеше, сложенное съ предыдущимъ, даетъ 


lim Ї (f Бу" ркы] = Г. 


Но такъ какъ, по положенію, /Z выражаеть ф (2) вЪрно до 
2 
количества порядка 16672 вЕЛЮЧИТеЛЬНО, а по предыдущей Teo- 


рем это не можеть имЪть мЪето, если предфлъ значенія 


i [e 2-ГЛ, г. 


при Z = со не есть 0. Сл$д., Е = 0, и уравненіе (7) даеть 


: 1067 12 122 
lim РЕ -A [@ ) ме 10525 10632: 


__ 1.2.8. мы 
logs == со E 0, 


а это показываетъ, что фувкдія 


æ PERCA 12g 21 1.2.8 . .. (n—1)x 
1082 105220 10828777 108” 


Hi З 
не разнится съ ( количествами порядка ogg И ВИЗШими, H, 
CXA., что она подобно fL можетъ выражать ф (2) вЪрно до ко- 


© въ нуль, не можеть имфть уравненіе равныхъ корней; а при неравен- 
ств корней знакъ одного изъ нихъ можеть перемфниться только съ пе- 
ремною знака ш или и„. Это свойство можетъ быть также доказано и 
для мноғихъ другихъ функцій, и на всф эти функціи будеть распростра- 
яться теорема Ү и заключенія, изъ нея вытекающія. 
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личествъ порядка - включительно, что и требовалось до- 


log 
казать. 


На основаши доказанной нами теоремы мы заключаемъ, что 
если Ф(2) Функція, опредЬляюшая число простыхъ чисель 


меньшихъ =, можетъ быть выражена алгебраически въ 7, [05 4, 


е? вЪрно до количествъ порядков” و‎ А پر‎ 
р р 2 logs’ logs 108327 


включительно; то такое выраженіе ея есть 


2 2 1.2 £ 1.2 12.2 
---01--045 لے ا‎ тэгж түшээ 
1062 10462 10827 1042 Ло? log? 2 


А такь m эти Функціи суть ни что иное, какъ значене инте- 


х 2 


грала Ге 2 „„ВЪрное до количествъ порядка 27," тт етт" ММ 


то во веЪхъ этихь предположеніяхъ интеграль E 8 „ будетъ 


выражать Ф(2) вЪрно до количеетвъ такого порядка, до какого 
она способна выразиться алгебраически въ =, log x, e”. Что 


ж 
интегралъ / oge ПРЕ ® большомъ выражаетъ довольно близ- 


ко число простыхъ чиселъ, меньшихъ 2, въ этомъ мы легко 
убЪждаемся помощю таблиць простыхъ чисель. Но эти Ta- 
блицы, доселЪ составленныя, слишкомъ малы, чтоб ы видЪть изъ 


2 4 
НИХЬ ее Формулы [= сү предь Формулою Лежандра 


иар 2 708866 или подобными ей. Въ предълахъ этихъ таблицъ 


2 
ФүнкшиИ E. log 2 — 1,08366 мало разн ятся, HO разность ихь 


1,08366 ) 3 


2 „имя minimum при 2 = е ( 0,08366 


4 
log x— 1,08866 Ј 21052 
= 1247646, послЪ него поетоянно возрастаетъ до со и при 
æ > 10000000 получаеть уже довольно большую величину. При 
этахъ-то величинахъ 2 можно будетъ обнаружать преимущество 


ах £ 
Формулы Б-г передъ iog =— 1,08366 ` Но для этого потребна 


таблица простыхъ чисель гораздо обширн%е т®хъ, которыя мы 
до сихъ поръ имЗБемь. 
Принявши для приближеннаго опредленія ф(х) интеграль 
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Ё “ва” мы должны будемь измБнить BCB Формулы Лежандра, 


выведенныя имъ въ предположеніп ф(2) = ШТ 71055568 0P- 


мулы наши будугь не сложнЪе его. Въ слЬдотвїе же доказан- 
ныхь нами теоремь он% должны быть ближе къ истин%. 

Для прим%ра мы найдемъ 84565 приближенныя Формулы 
для опредЂленія значенїй 


(=$) (=$) (=) (=$) 


при Х большомъ. 
Для опредЂленія перваго мы замфчаемъ, что по нашему зна- 
коположенію будетъ 


1 1 272x 1)— 
= у 90643 ен). 


== д й 


ибо ф(2), означая чиело простыхъ чисель меньшихъ 2, въ раз- 
ности Ọ (x — 1) — 9(2) даетъ 0, когда х число составное, и 1, 
когда оно простое. 

Предполагая Ж числомь большимъ, назовемъ \ какое ни- 
будь число membe X, но еще довольно значительное, дабы въ 
предћлахъ 2 = \ и 2 = X, мы Ач съ достаточною точностію 


замфнить ф(х) интеграломъ TE - Tee Въ этомъ предположенїи 
предыдущее уравненіе ивы такъ 


Besi pi 22 
ф (21) —ф (2) 
Ж т Т 


я 5 X (2+1) و‎ (2); 


== \ ы 
Зам®яяя же зд®сь во второй суммъ ф(2) интеграломь ты 
найдемъ 
24-1 dx 
А =X ---4 
3 2==8 ==) 2 
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b 3 f туш мо 
Но вфрно до количества порядка -_ интеграль j б 


1 
EREL и съ такою же точно- 


жеть быть замЪненъ выраженемъ їр 


2= Х 
crib сумма © ——— можетъ быть замфна интеграломъ 
T 


Х dz р 
\ 2108 7 


Но такою перем®ною предыдущее уравненіе приводится къ 
слЗдующему 


2-0Х3-1 2 
ЛШ. 1- Ф(-1)-ф2 , ا‎ 
4 +...... + ү 2 Эр Xz log a” 
| 2--2 
что но выполненїи интегрированїя даеть 
а = —1 
і АИ. 122. N — Аф > ای‎ Ф) пода По, 
дийг Ний Е а т 
или 
1 1 
сай ЫЛЕ бол + #= Оч Нов ЖЭЛ ... (8) 
2Е-3Х-1 
24-1)-- 
полагая С равнымъ количеству Х ааа — llog Х, не 
2-2 | 


зависящему отъ Х. 


Bors уравненіе, которое по опредћленіи постояннаго С, мо- 
жеть намь служить для приближеннато вычисленія суммы 


“АЧ Я: ас ы 
3 5 а , 


когда Х велико. 


Наше выраженіе этой суммы проще выражения ея у Лежандра , 
которое такого вида 
“Баир: 


э 


Е 5+... y = log (log Х— 0,08366) + C. 


5 


Теперь переходимъ къ опредфленйю произведенія 
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(-9@-96-9--(-5- 


Полагая это произведевіе равнымъ Р, и взявь логариФмы 
отъ обЪихъ частей уравненія 


0-30-00-0-0-0-5 


log P = log (1 —5)- log(1 —3) +108 (1 —5)- в... 


1 
..-+ 105 (1 و(‎ 
что иначе напишетея такъ 


106 P= (+++ (их) log (1-+)-— 


2+ ю8 (1—1) +05 (1 5)+. + 5-ю (1-2) 


1 
А здЪеь вЪрно до количествъ порядка х можемъ замЪнить 
конечный рядь 


5-10 (1 о-в (1 —3)+5+10(1—5)-.. 


1 1 
„+y + log(1 —+) 
рядомъ безконечнымъ 
5 — log (1 = 5) n -_ log (1 = 8) + Ё + log (1— 5) +.; 
ибо разность этихъ рядовъ меньше 
1 1 1 

grî 108 (1 — хат) аа 108(1 — ууз)... 

0 ала [21 4-10 1—х) 4х, который 
а это меньше интегр х| т g Х f p 
равенъ 1--(Х--1) log (1 — у)? икотораго величина при Х 


1 
большомъ есть безконечно малое относительно -- перваго IMO- 
рядка. 
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Итакь до количества порядка + въ предыдущемъ выраже- 


ніи log P мы можемъ замВнить конечную сумму 
1 1 1 1 1 1 
3-05 (1 25) +308 (1 —3)-+ 5108 (1 У E 
1 1 
эн (1 —х) 
безконечнымъ рядомъ 


1 


wO 4105012) +108 (1-5)... 


и называя для сокращенія величину поелБдняго черезь С, мы 
предыдущее выраженіе log Р предетавимь такъ 


1 1 1 1 
log P = — (5 HE ЖЕЛИП +) С. 
Внеся же сюда значеніе 
А МИРЧЕ Др цал сай 
2 8 5 ом» Ж 


изъ (8), найдемъ , 
log Р = — С — llog Х + С, 
откуда выходитъ 


гдЪ полагая для сокращенія ё тед С, и замняя Р его Be- 


ЛИЧИНОЮ (1 —%) (1 -3)( \1 —5)... (1 — у)? имфемъ 


(1—2) (1—3 (-4)-4(1 —х)= НӨ 


Вм®сто этой Формулы Лежандрь нашелъ такую 


Е 1 1 үүсэж 
J —5) (1 —3) (1 —5)....(1 —х) = iog Х—0,08366° 


سے 
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ҮШ Шей iona 887 


у 


хоо Ун, У T ү нн Я | ян i2. 


бө! iN. 2 2271 i 
ү ни Л Од шин и 12:4 ши 


И 
ў у 
| 1 


Ян ХАЙЛТ, EEE O ЫЗЫН. 

№ 89) ое эг, 7 =}: ф Р 2 ЙҮ, 23 Y 
АТУ к Ril (9) 4 авч 
“ҮЛ дО у: 4 Е И 
310 | ее, A кР РМ! ы ? УА ад» Г 
И Ч ЭН, ЧИ) ? Л БЫ: Ду өмү”, ЗЧ банці 
А" 2471 ИС Эн у в з т. 


уй БЭК її Ж, 22 р ЁО? Жүнү; 
№ N 


«Л д 25 шидийн йг), мид йм 


E ? 4 (a 2) (ев тү у, tiw ЭЙ опт. 
ео. 


ТАБЛИЦА ПРОСТЫХЪ ЧИОЕЛЬ, 


НЕ ПРЕВОСХОДЯШИХЬ 6000. 


661 1087 1523 
673 1091 1581 
677 1093 1543 . 
683 1097 1549 
691 1108 1558 
701 1109 1559 
709 1117 1567 
719 1128 1571 
727 1129 1579 
733 1151 1583 
739 1153 1597 
748 1168 1601 
751 1171 1607 
751 1181 1609 
161 1187 1618 
769 1198 1619 
778 1201 1621 
787 1218 1627 
797 1217 1687 
809 1228 1657 
8и 1229 1663 
821 1231 1667 
823 1287 1669 
827 1249 1693 
729 1259 1697 
839 1277. 1699 
858 1279 1709 
857 1288 1721 
859 1289 1728 
868 1291 1788 
877 1297 1741 
881 1801 1747 
883 1303 1758 
887 1807 1759 
907 1819 1777 
911 1321 1783 
919 1327 1787 
929 ` 1361 1789 
987 1367 1801 
941 1373 1811 
947 1381 1823 
953 1899 1831 
967 1409 1847 
971 1428 1861 
977 1427 1867 
983 1429 1871 
991 1433 1873 
997 1439 1877 
1009 1447 1879 
1013 1451 1889 
1019 1453 1901 
1021 1459 1907 
1031 1471 1913 
1033 _ 1481 1931 
1089 1483 1933 
1049 1487 1951 
1051 1489 1959 
1061 1493 1973 
1068 1499 1979 


www.rcin.org.pl 


2437 
2441 
2447 
2459 
2467 
2473 
2477 
2503 
2521 
2531 


2539 
2543 
2549 
2551 
2557 
2579 
2591 
2593 
2609 
2617 


2621 
2033. 
2647 
2657 
2659 
2668 
2671 
2617 
2683 
2687 


2689 
2693 
2699 
2707 
2711 
2713 
2119 
2729 
2131 
2741 


2749 
2758 
2767 
2777 
2789 
2791 
2797 
2801 
2808 
2819 


2833 
2837 
2813 
2851 
2857 
2861 
2879 
2887 
2897 
2903 


2963 
2969 
2971 
2999 


3001 
8011 
3019 
3028 
3087 
3041 
3049 
3061 
3067 
3079 


3083 
3089 
3109 
3119 
3121 
9187 
3168 
3167 
3169 
3181 


3187 
3191 
3208 
3209 
8217 
3221 
3229 
3251 
3253 
3257 


3259 
3271. 
3299 
3801 
3307 
3313 
3319 
8823 
8829 
3331 


3343 
3347 
3359 
3361 
3371 
3373 
3389 
3391 
3407 
8413 


3433 
8449 


‚ 8457 


3461 
8468 
8467 
3469 
3491 
3499 
3511 


3517 
8527 
8529 
8583 
8589 
8541 
8547 
8557 
8559 
8571 


3581 
3583 
3593 
3607 
3613 
3617 
3623 
3631 
3637 
3643 


3659 
3671 
3673 
3677 
3691 
3697 
3701 
3709 
3719 
3727 


3733 
3739 
3761 
3767 
3769 
3779 
3793 
3797 


. 3808 


3821 


3823 
4888 
3847 
8851 
8853 
8868 
8877 
8881 
8889 
3907 


3911 
3917 
3919 
3923 
3929 
3931 
3943 
3947 
3967 
3989 


4001 
4003 
4007 
4013 
4019 
4021 
4027 
4049 
4051 
4057 


4073 
4079 
4091 
4098 
4099 
4111 
4127 
4129 
4188 
4139 


4153 
4157 
4159 
4177 
4201 
4211 
4217 
4219 
4729 
4231 


4241 
4243 
4253 
4259 
4261 
4271 
4273 
4283 
4289 
4297 


4327 
4337 
4339 
4349 
4357 
4863 
4873 
4891 

‚4397 
4409 


4943 
4951 
4957 
4967 
4969 
4973 
4987 
4993 
4999 


5003 * 


5009 
5011 
5021 
5023 
5039 
5051 
5059 
5077 
5081 
5087 


5099 
5101 
5107 
5113 
5119 
5147 
5158 
5167 
5171 
5179 


5189 
5197 
5209 
5227 
5281 
5288 
5237 
5261 
5273 
5279 


5281 
5297 
5803 
5809 
5823 
5883 
5847 
5851 
5881 
5887 


5393 
5899 
5407 
5413 
5417 
5419 
5431 
5437 
5441 
5443 
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5953 
5981 
5987 


ТАБЛИЦЫ 


ПЕРВООБРАЗНЫХЬ КОРНЕЙ И УКАЗАТЕЛЕЙ ДЛЯ ПРОСТЫХЪ МОДУЛЕЙ, не 
ПРЕВОСХОДЯЩИХЪ 200! 


Простое число 2. Первообр. корень 2. Оскованіе ®. 


Простое число ЇЇ. Первообразные корни: 2, 6, 7, 8. Основане б. 


| 


|3 451817 819| 


4 
р 812|4|917|3|86|5 


Простое число 13. Первообразные корни: 2, 6, 7, 11. Оскованіе 6. 


518110! ‹ 


$. 67609 ‚ 11, 12, 14. Оскованів 40. 
М. 


Простое число 17. Первообразные корни: 
2| 8 4| 5,6 1718, 


1 10) 15| ı4 416191 5 | 16| 7 
318 | 18| 11: 8 12| | 


8(18/415|6 11819 


110 5112 6| 3 | шинэ 


| 17 5 [16 


116/8 13| 11 2 


9147 (18:16 8 | 4 
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Простое число 29, Первообразные корни: 2, 8, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27. 


Простое число 37. Первообразные корни: 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35 


Простое: число 41. Первообразные корни: .6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28, 


Простое число 43. Первообразные корни: 8, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 80, 33, 34. 


Простое число 23. Первообразные корни: 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21. 
Оскованіе 10. 


8 [11 [18 [19 | 6 14 | 2 20 
13 115 |12 | 5 | 4 |17 | 9 21 


Основанїг 10. 


АГ 10 20 | 5 (26 | 1 ро 18 |14 |24 || в Эс 25 18 
2 |3 17 18 | 7| оп 1 | 6 | 2 |20 (86 |28 [19 116 15 | 5 |21 
8 is 25 14 2 | 7 |12 | 4 |11 |28 рт 104) 


Простое число 31. Первообразные корни: 3, 11, 12, 18, 17, 21, 22, 24. Основаме 17. 


Ч Н 
хоз зао втв 1. | o | 1 | з|з| «| 5| 8 | 7|8| ° 
БА? Сад ШИ бу ий В Ж AE [ШЕ ДЕТ ШИ, ха Ж МАЛ ТӨВ БА 
: 20 | ol! 1 |17 [10 |15 | 7 [26 | 81121827 
| р 1!25 |22 | 2 | 3 |20 |80 114 |21 |16 124 
2 | 5 (23 |19 |13 | 4| 6 | 9 |29 2811 


Оскованіе 5. 


29, 30, 34, 35. Основанїе 6. 


о |26 [15 |12 [22 ЧН 
1|8| 3 |27 |81 |95 |37 124 |33 |16 | 6 91 | 
2 |за 114 |29 36 13| 4117 | 511 16 114 
3 23 28 |10 |18 19 |21 3 133 |35 20 38 
Ё 20 | 


Осповане 28. 


ОЕ 1 o| 1| ] к | 5| 6|7 | 8|9 


І, 


| o 39 117 86 |5 [ч | т 33 |34 
2 | в |11 |40 | 24 22 (30 16 131 29 
2 |41 24 | з |2018. 
з 19 32 27 |23 [13 1 
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Простое число 47. Первообразные корни: 5, 10, 11, 18, 15, 19, 20, 22, 98, 26, 29, 
30, 81, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45. Овнованїе 10. 


Простое число 53. Первообразные корни: 9, 3, 5, 8, 12, 14, 18, 19, 20; 21, 
27, 81, 32, 33, 34, 35, 39, 41, 45, 48, 50, 51. Основаніе 26. 


1, М. 


| N. of 1| | 84| 5 62| 8| 9 г. о 1[ | 34| 5| отво 
=r 
0| | o 25| ө 5о [31 |34 |38 i23 18 o | 1 (26 40 ;33 10 |48 (29 12 47 3 
1 | a fae | тов о [48 42 |48 41 1 |25 [14 |46 |30 |38 34 |36 [35 | 9 |22 
2 |е 147 |19 |39 |32 110 | 1 |27 (36 2 12 [32 (31 | 8 (19 | 2 [52 127 [13 |20 
з |18 145 121 | 3 15 17 lie (35 14 7 3 |18 | 5 |21 |41 | 6:50 28 (39 | 7 |23 
4 | 2 (зз 20 30144 19 |12| 8| 5 24 4 11519 17 |18 “Р 11 |21 16 [45 
5 35 [51 26 5451 | | | 


! 


Простое число 59, Первообразные корни: 2, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 28, 24, 30, 31, 
32, 83, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 52, 54, 55, 57. Оскованіе 10. 


2 1, j N. 


N.| о | 2| | ‘|5 6| 1 nj 9 


0| 10195 32 50 81 57 4417! 
8 |42 114131 

27 |19 |10 |48 (38 136 
19 |39 (20 |56 (41 |47 
13 (37 40 |52 53 116 
3 154 [29 


31 115 (39 

8 |21 (33 
28 |53 |58 
19 |18 | 3 |30 | 5 |50 (98 (44 127 |34 
45 |37 116 |42 | 7 11 551 |38 (26 |24 
14 [40 146 |47 |57 39-36 6 


Простое число 61. Первообразные корни: 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43, 44, 
51, 54, 55, 59. Осноганїе 10. . 


І. N. 


0 |47 (42 (34 114 |29 |23 |21 |24 1 |10 [39 124 57 21 27 |26 
111145 |16 |20 |10 |56 | 8 |49 |11 |22 1 |14 [18 |58 |31 | 5 |50 12 59 |41 |44 
2 48 | 5 32 |39 | 3128 | 7 | 6 |57 |25 2 [13 | 8 |19| 7 | 91991146 133 |25 


Б 0 Х19131413| 2|3 a| 5 | 6| 7 | 8| 9 | . 


8 43 13 |55 127 [36 (87 |58 33 | 9| 2 
4 35 |18 | 


60 |51 122 87 | 4 |40 34 |35 |45 
4 |47 143 3 |30 |56 |11 49 | 2 120 |17 
5 М8 (58 (42 15 52ا‎ 32 15 * 86 |55 


153 141 119 |38 |26 |40 50 |46 


515 31 5: |51 158 |59 |44 | 4112 117 
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Простое число 67. Первообразные корни: 


s 


41, 44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 68. Оскованіе 12. 
1. 


о [29 | 9 |58 |39 138 | 7 |: 

1| 2 61| 1 |23 |36 14850 | 8 
2 181 116 (24 |20 |30 |12 |52 |27 
8 111 (48: (13 | 4 |37 |46 |10 |44 
4 |60 |19 |45 63 |53 |57 149 
5(41 [17 |15 | 3 |56 |31 |28 | 
6 40 | 5 | 6 |25 |42 (63 |33 | 

! 


Простое число 71. 


Первообразные корни: 


г. | 0 [a] 213 a] 5\6 


ПГ 
3 |86 Е 
2 
3 ч 
4 160 (50 |6 
5 |6 |58 |: 
6 |40 и 


47, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 768, 69. Основанїе 63. 


33 |34 |36 
7 |94 38 
51| 9 

2 130 196 4 


56 (62 |29 


س با ټن чс ое‏ 


Простое число 73. Первообразные корни: 


84, 89, 40, 42, 
йг 


м. 01| 2| 3 НЫ 6| 71819 


116 | 1 [14 |33 (24 12 
41 | 7 (89 [21 |20 (62 
30 | 2 07 118 [49 139 
29 |34 (28 164 170 |65 
31 |38 166 


50 |37 |52 


=з ي‎ олњ со о н 


Простое число 79. Первообразные корни: 3, 6, 7, 28, 


\ 
5, 11, 18, 14, 15, 20, 26, 28, 


44, 45, 47, 58, 58, 59, 60, 62, 68. Основанїе 5. 


52 181151 2 
1 50 | 31 45 4 120 27 
54 |51 [36 


2 |18 |17 60 

ЇГ 517 

ЦИ 14 58 

48 58 

| 65 33 22 
7 |88 44 


48, 53, 54, 59, 60, 63, 66, 68, 70, 74, 75, 77. Основанїе 29. 


56789 


63 110 |53 |36 
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2, 7, 11, 12, 18, 18, 20, 28, 31, 32, 84, 


7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 35, 42, 44, 


29, 31, 33, 


29, 30, 34, 35, 37, 39, 43, 47, 


Зун число 83. Первообразные корни: 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 22, 24, 
32, 34, 35, 39, 42, 43, 45, 46, 47, 50, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 62, 66, 67, 71, 72, 73, 
74, 76, 79, 80. Осковаще 50. 


22 
59 


| 36 
3 37 
21 |19 [69 (64 М8 
71 |83 129 139 120 
$ 18 66 |45 |53 |10 (68 
3 63 |50 (65 |14 К 


0094-0010 س ده С‏ 


O Ол 


со ده‎ <> ол > o & = 


к? 
— 


Простое число 89. Первообразные корни: 3, 6, 7, 13, 14, 15, 19, 23, 24, 26, 27, 28, 
29, 30, 31, 33, 35, 38, 41, 43, 46, 48, 51, 54, 56, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 65, 66, 70, 74, 75, 
16, 82, 83, 86. Основанїе 50. 


ы т N. 


187 |56 |18 (7 Ш 1 зо по [зз 11 [вз 21 | 7 
65 (79 117 (24 |82 1 |58 117 85 58 49 (46 145 
5 |81 (39 (36 “Ан 16 |35 |71 
| 3 (66 125 
59 [60 16 
10 169 |: 
5 |80, 83 
68 (61 135 |2 
27 (62 |12 


186 


1 
2 
3 
+ 
5 
6 
7 
8 


Простое число 97. Первообразные корни: 5, 7, 10, 13, 14, 15, 17, 21, 23, 26, 29, 37, 
38, 39, 40, 41, 56, 57, 58, 59, 60, 68, 71, 74, 76, 80, 82, 83, 84, 87, 90, 92. Основаме 10. 


Ф 00-1 دي‎ бл ين هډ‎ в 
„© 00 ډه‎ С> هړ اي‎ 0010 
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Простое число 101, Первообразные корни: 8, 8, 7, 8, 11, 12, 15, 18, 26, 27, 28, 29, 84, 85, 
38, 40, 42, 46, 48, 50, 51, 58, 55, 59, 61, 63, 66, 67, 72, 73, 74, 75, 83, 86, 89, 90, 98, 94, 98, 99. 
Основаніг 2. 


Г. 


х. 0(1|2|314 


69 
25 66 
26 86 
94 82 


27 42 
49 23 
95 47 
34 61 
28 89 
63 58 
50 


© Оо э ох Pp о р = 


- 
© 


Простое число 103. Первообразные корни: 5, 6, 11, 12, 20, 21, 85, 40, 43, 44, 45, 48, 51, 
58, 54, 62, 65, 67, 70, 71, 74, 75, 77, 78, 84, 85, 86, 87, 88, 96, 99, 101. Основанїе 6. 


8.|9(1|2|3|14|5|8(1|8|9 


86 ) 10 | 60 
1 54 
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- 


O ч 4 = чу у Р 
‚ = ч... ЫШ ШЫ 


= 
© 
ке 
© 


,“= ,و 


81, 32, 38, 43, 45, 46, 50, 51, 54, 55, 58, 59, 60, 63, 65, 66, 67, 68, 70, 71, 72, 73, 74, 77, 78, 80, 
82, 84, 88, 91, 98, 94, 95, 96, 97, 98, 108, 104. Основанїе 65. 


Простое число 107. Первообразные корни: 2, 5, 6, 7, 8, 15, 17, 18, 20, 21, 22, 24, 36, 28, 


| 221102 
| 80| 11 


© = a х »» бө мо m 


38| 40 


© о ы O бо e © N 
Ф 
co 
22 
- 
> 
со» 
> 
> 


| 2 | 19|: 


-. 
© 


Простое число 109. Первообразные корни: 6, 10, 11, 18, 14, 18, 24, 30, 37, 39, 40, 42, 44, 
47, 50, 51, 52, 58, 56, 57, 58, 59, 62, 65, 67, 69, 70, 72, 79, 85, 91, 95, 96, 98, 99, 103. Основанфе 10. 


100 | 19 | 81 


1 |107 1106] 7| 73 6 | 60 


m 


8| 92 1105 


74| 38| 27 


65 Эм 


102 


451101| 66 
49| 85 
59 


© о ч © ф A оэ V 


e 
© 
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Простое число 113. Первообразные корни: 8, 5, 6, 10, 12, 17, 19, 20, 21, 88, 24, 27, 99, 83, 
84, 87, 38, 39, 48, 45, 46, 47, 54, 55, 58, 59, 66, 67, 68, 70, 74, 75, 76, 79, 80, 84, 86, 89, 90, 99, 
93, 94, ‚96, 100, 103, 107, 108, 110. Основаше 10. 


AONE ОК BDL 
| 
| 


52| 79 ши 61| 19 
1| 22 71 | 58 : 28| 96| 59 | 98 


53| 89| 74 |103| 11! 10110 13 | 64 


80| 30| 36 |101 ш 21| 38| 29 | 33 


9! 90 
112 |103 


105| 34| 91 | 17 141107 43| 97 | 63 


54| 88| 89 
107| 53| 78 
82| 29 


16| 47 


Ф 0 чес с 19 э 


61| 451111 


— 


- 
© 


„ш. ЖА. №3: ур. ЖЮ. ЕЁ... ЗВ чё эйе эй. 


— 


м 
— 


Простое число 127. Первообразные корни: 8, 6, 7, 12, 14, 23, 29, 39, 43, 45, 46, 48, 53, 55, 
56, 57, 58, 65, 67, 78, 83, 85, 86, 91, 92, 98, 96, 97, 101, 106, 109, 110, 112, 114, 116, 118. 
Основанїг 109. 


| 65 |100 105| 151111 
51| 98| 14 

| | 83| 30| 95 ё 4 
10 тю 82 112 | 79 |102 55 зв 
| 31! 291120 | 19| 39| 60| 92 


37| 58| 65 11| 56 110| 52| 80| 84 


5| 93107 | 120126 511117 
41119| 78| 51 | 2| 16| 93 33| 41 


103| 13 |102 |106 |123 106 |124 ы) 


= и ЛЭ И ДТ шэг» 


118 


= 
> 


107| 88| 67 
50116] 811119 75 


- 
- 


— 
22 
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Простое число 131. Первообразные корни: 2, 6, 8, 10, 14, 17, 22, 23, 99, 30, 81, 87, 40, 
50, 54, 56, 57, 66, 67, 72, 76, 82, 88, 85, 87, 88, 90, 98, 95, 96, 97, 98, 108, 14 106, 110, 111, 115, 
116, 118, 119, 120, 199, 124, 126, 127, 128. Основанїе 10. 


1. м. 
х. | 0 | 1| | з | 4 | 5 | 6 | 7|8 | 9 L | 0 | 1 |: | 5 | 6 Е | 8 | 9 
ol вз |126| 86| 48| 79| зв |119 |122 1| лоро 83| 44] 47| т рути 103 
1| 1| өв 32| 64 [121 | 44| 72| 59| 15| 45 1113| 82| 34| 78 |195 71| 55| 26 129 [111 
8| 84| 34| 51| в891115| 96| 17 118| 74| 78 2| 62| 96| 43| 37 |108 | 32| 58| 56 | 36 
з [127 | 67 12| 86| 28| 28 |128| 60 3 | 63 16| 12 120 21| 76| 4| 40 
4 | 37| 58 42| 5| 68| 76 4 | 45| 57| 46| 671 15| 19| 591 66 
5 | 49| 55 41 5107| 22| 89 |104 |123 | 51 [117 |122 
в | 80 |104 в | 39 [128 |101 | 93 | 13 |130 [121 | 31 
7| 39| 15 7 | 81| 541 16| 29| 28| 18| 49| 97 
8 |120 |114 81 60| 761105] 2| 20] 69| 35| 88 
9 [13 103 9| 99| 73; 75| 95| 383; 68| 25 |119 
10| 2 62 10 
11 | 99| 19 
113 |101 


Простое число 137. Первообразные корни: 3, 5, 6, 12, 13, 20, 21, 23, 24, 26, 27, 29, 31, 33, 
85, 40, 42, 43, 45, 46, 47, 48, 51, 52, 53, 54, 55, 51, 58, 62, 66, 67, 70, 71, 15, 79, 80, 82, 88, 84, 
85, 86, 89, 90, 91, 92, 94, 95, 97, 102, 104, 106, 108, 110, 111, 113, 114, 116, 117, 124, "125, 131, 


3151 1 НИЕ 845 в 78| 9 8456 оаа (з afs] 
| 0(180| 13 7 1 н| 7| 84| 491 40| 69| 6| 72 
1| 17| 90 58 دد‎ 36 1112 1| 93| 201103, 8| 36| 21115| 101120 
ә | 11| 15| 84 |129 181, 46 | 47 9 | 18| 79 |126) 5| 60| 35| 91108) 63 
3 | 30 |133 |106 |103 80| 25| 14 3 | 30| 86| 73| 54 |100 1104 
: | 501 52! 76! 90|121|| 82 
5 1129 | 81| 13| 19| 91 
6 | 78 135 |113 |123 
7 |130 88| 97| 68 
8 | 34 101 |116 | 22 
9 | 11 77 |102 (128 


132, 134 Основаніе 13. 


4 
81| 98 | 


48 
80 


55 ЁГ 
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Простое число 139. Первообразные корни: 2, 3, 12, 15, 17, 18, 19, 21, 22, 26, 32, 40, 50, 53, 
56, Ж) 61, 68, 70, ‚ 29. 73, 85, 88, 90, 92, 93, 98, 101, 102, 104, 108, 109, 110, 111, 114, 115, 119, 
123, 126, 128, 130, 182, 134, 185. Оскованіе 92. 


0 |119| 49 30| 16| 81 | 98 Ё 92 124 10 88 128 100| 26| 29| 27 

1 14 171| 62| 37| 79| 83 1`й21 | 12 |181 | 98 |120) 59| 7| 88| 34| 70 

2 65| 55 39 130) 7 9116 в 8 | 5 62| 5|48 м 18 н 83 [130 

3 | 40| 43 123 18| 60 136| 64| 75 з) ери 49| 60 18| 44 ni 35| 23 

4 46! 28 36120! 20 101111 32 4 | 31! 72| 91| 32 25| 76| 4211 65| 3 

5 126 | 73 |128| 132 |127 | 15 5 137| 94| 30/119|106| 22| 78| 87| 81| 85 

6 21 |114 6 зв 115 | 16| 82| зву 21 |125 |102 | 71 188 

7 41| 35 7 7 | 47| 15129] 53 n| 39 |113 |110 [112 | 18 

8 63| 28 8:127| 8| 41| 19| 80 132 | 51 |105 | 69| өз 

9 1| 89 2 |115 9 \т м 96| 75 80 186 55| 56| 91133 

10) 6|138| 67 |129 112 109 121 10) 4| 90| 79| 40 68, 95 [122 |104 116 108 
11 47| 78| 76 1: : 11| 67| 48 107 1114! 63| 97| 28| 74 |136 | 2 
12 10 106 1181 12 | 451190| 20| 33 117) 61| 52| 58| 54 |108 


| 
12; 85| 99 


- 
> 


24 |123 


47 |101 118| 14 


Простое число 149. Первообразные корни: 2, 3, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 21, 28, 27, 32, 

34, 38, 40, 41, 43, 48, 50, 51, 52, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 62, 65, 66, 70, 71, 72, 74, 15, Vi 78,479, 

83, 84, 87, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 97, 98, 99, 101, 106, 108, 109, 111, 115, 117, 122, 126, 128, 181, 
134, 135, 136, 187, 138, 139, 141, 146, 147. Оскованіе 10. . 


86 | 32| 84| зв : 100 |106 7| 21 
7147 24 145109] 47 | 23 
22 64 [102 2411: 36| 62| : 161 11 57 |193 | 38 
з 11161 52 |141 1140 [121 | 701 20 р 2 5! 50| 53| 88! 851105| 7| 70 
| 87 | 61|122| 77 111114 132 4 [104 146 119 142 |129 | 98| 86|1151107 | 87 
33 |119 | 71 18 57| 98|: 5121 18| 31| 12 120| 8 


85| 6|21(1201110| 17 |109 19| 41112| 77 з 101 


39 [148 [137 | 72 |105 | 81 [146 35 | 52| тз [134 14 
88 |185 е о 


56| в ца! 87 
111 67| 74 
79, 451 3 
122 28] 131 
13 |130 |108 
71 114 | 97 


№. 
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Простое число 151. Первообразные корни: 6, 7, 12, 13, 14, 15, 30, 35, 48, 51, 52, 54, 56, 61, 
63, 71, 77, 82, 89, 93, 96, 102, 104, 106, 108, 109, 111, 112, 114, 115, 117, 120, 126, 129, 130, 133, 
134, 140, 141, 146. Основане 114. 

18 


| | | 
0| 701141 140 s2 61| 37 | 11114| 10| 83 100| 75| 94 1146 | 841101 
2| 34 [121 |101 |107 | 73 |130 | 88 52 | 90 78 |134 | 25 |132 | 99 |112 | 84| 63 
| 14| 21 |193 | 27 | 54 26| 95 [109 44 33 |138 | 28| 211129 
1191122 | 76 | 101 92 82 |1371 651 11) 461110! 7| 431 70 


35 | 86 |121 | 74 54 


89 
60 


|116] 87 |103 |115 2 
77| 20| 15| 49/150| 37 |141 | 68| 51 
57| 51117| 50 113] 47| 73| 171126 


29| 139 31 


1184 |138 |105| 49| 6 
10| 4| 9149| 46 
11 | 36| 67| 17| 85 


42 |56 | 125| 66 ر88 67 |39 |52 
86 |14 |69 |92 22 |180 123| 18 
97 |79 |55 |23 | 81 |108 144| 41 
62 | 133[ 127[ 119 58 |27 |36 |48 48 | 102| 129| 68 | 133| 12 
81 |71 |145| 143 90 | 120| 9 13 | 127[ 15 | 147| 103| 13 


14 109 77 | 47 |135 |112, | 3| 40| 30| 98,149) 74 |131 |136 
15 | 15 | 


1 


Простое число 157. Первообразные корни: 5, 6, 15, 18, 20, 21, 24, 26, 34, 38, 43, 53, 55, 60, 
61, 62, 68, 66, 69, 70, 72, 73, 74, 77, 80, 83, 84, 85, 87, 88, 91, 94, 95, 96, 97, 102, 104, 114, 119, 
123, 181, 133, 136, 137, 189, 142, 151, 152. Оскованќе 139. 


Г. М. 


‚| о | 1 | 2 2 | 8|4 | 5 | в | 1 | 8 | 9 


шша ии 


0 147 1122 |138 


11 118 57 |129 | 88 
2 152 104 130] 48 


133 120 |128 | 79 1116 


114 |146 | 41| 47| 96 |156 | 18 
99102 | 48| 78| 91152 
51| 24| 39| 88: 76| 45 
12| 98 |120 | 38 101 | 66 
49 | 60| 191129| 33| 34 
30| 88 1143 | 95| 17| 8 
441150 |126 | 87| 4|85 

22| 75| 681122| 2121| 20 

116 |110 | 61 


1 | 10 (134 100| 84| 58| 551109| 79 


1 | 1148| 5| 67| 50| 42| 29 |106 |133 |118 | 74 

“| 2149] 231143 | 81| 95| 22 121 | 54| 89| 15 ә | вт |112 | 25| 21| 93| 53 |145) 59| 37 |119}. 
3 |124 | 58 |111 (118119 | 68| 80| 28 |107! 96 з | 561 91| 89 |125 1105 |151 1108 | 97 |138 | 28 
4 11 75| 14 [151 |134 | 99| 72| 76| 86 114 4 |194 |128 |141 |131 |154 | 54 127| 69| 14| 62 
5 | 18 94119) 25 45| т 30| 82 6| 27 5 [140149144] 77| 27 142 118| 7| 31| 70 
6 115 155 в [1531 72 [117 | 921 71 135 82! 94 | 35 155 
1 1 
8 8 
9 9 
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Г. 


142 | 93 
70 |136 
94| 24 
68| 92 
77| 17 
38 | 28 
102 |150 
146 || 67 
22| 90 
2 |115) 58 
108 |135 
79| 84 
191117 
64| 60 
46| 76 
51132 


114 
122 
128 
66 
62 
50 
49 
107 
15 
74 
89 
125 
156 
48 
78 
80 


75 
44 
8 
155 
96 
26 


62 |115 | 19 


аа. 494 == 


Простое число 163. Первообразные корни: 2, 8, 7, 11, 12, 18, 19, 20, 29, 32, 42, 44, 45, 50, 
59, 68, 66, 67, 68, 70, 23, 73, 75, 76, 19, 80, 82, 89, 92, 94, 101, 108, 106, 107, 108, 109, 112, 114, 
116, 117, 120, 122, 194, 128, 199, 130, 137, 139, 147, 148, 149, 153, 154, 159. Основан{е 70. 


48 |100 |154 

158 |139 |113 | 86 
2| 251120 

| 69 |108 


79 
42 
2 1113 | 161142 
107 (155 | 92 
28| 41117 
149 |161 | 23 

7 


22| 78 
152 | 45 
87| 59 
38| 52 
144 |137 
91 

36 


125 |111 
19 
72 
127 


18 


Простое число 167. Первообразные корни: 5, 10, 13, 15, 17, 20, 23, 26, 30, 34, 35, 87, 89, 
40, 41, 43, 45, 46, 51, 52, 53, 55, 59, 60, 67, 68, 69, 70, 71, 73, 74, 78, 79, 80, 82, 83, 
92, 95, 101, 102, 108, 104, 105, 106, 109, 110, 111, 113, 117, 118, 119, 120, 128, 
135, 136, 138, 139, 140, 142, 143, 145, 146, 148, 149, 151, 153, 155, 156, 158, 159, 160, 161, 163, 164, 

165. Оскөваніе 10.. 


86, 90, 91, 
195, 129, 131, 134, 


1 | 101100 |165 |147 
7 
56| 59| 89 


23| 63 |129 |121 | 41 
164 |137 | 34| 6| 60 
73| 62 |119| 21| 43 

5| 501166 |157 | 67 
101| 8| 80 |132 |151 
108 | 28 |113 |128 111 
110 | 98 |145 (114 |138 
51| 9 90! 65 
95 1115 1148 |144 1104 
82 |152 | 17| 31 30 
120| 31 |143 | 94 |105 
21| 83 |162 1117 
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35| 161601 971135 | 
55 | 49 |156 
53| 29 |123 | 61 109 | 88) 45 116 158 
102| 18! 13 |130 (191 (141 | 74 


184| Ч 40| 66 


14 |140 | 64 


76 | 92| 85 
99 |155 | 47 
96125 | 81 

2| 20| 33 

7| 70| 32 
108 | 78 |112 
44 1106 | 58 


149 1154, 37| 36 


38 | 46 |126 
183 | 61 107 
48 |146 1124 


1159 
1139 


57 | 69 


72, 


28: НИЙ даг 


Простое число 173. Первообразные корни: 2, 8, 5, 7, 8, 11, 12, 17, 18, 19, 20, 26, 27, 28, 

30, 32, 39, 42, 44, 45, 46, 48, 50, 53, 58, 59, 61, 62, 63, 65, 66, 68, 69, 70, 71, 72, 74, 75, 76, 79, 

82, 86, 87, 91, 94, 97, 98, 99, 101, 102, 108, 104, 105, 107, 108, 110, 111, 112, 114, 115, 120, 123, 

125, 127, 198, 129, 131, 134, 141, 148, 145, 146, 147, 153, 154, 155, 156, 161, 162, 165, 166, 168, 170, 
171. Оскованіе 94. 


І. М. 
кре 12| 3114 |851 в т] 89 
“т | | 
| | 
13| 7| 261163 911150 |156 10) 45 |116) 3 |100 (104 
33 1142 | 441170 30 |1351 2| 91127 |139| 20| 90| 59 
140 | 88| 461154 27| 35| 71| 60| 97| 4| 18| 811105 
65 |134 |102 | 22 71118| 12| 54| 70142 120| 21| 8 
51! 601153! 5 162 | 37| 80| 14 | 63| 24 [108 |140 |111 
168 |123 | 34 118 42| 16| 72 [151 | 741160) 28:126| 48 
135| 45| 78138 107 | 49 |134 | 84| 32 |144 |129 |148 |147 
53| 94| 551161 79| 96| 86| 41! 98| 951168 | 641115 
87 |104 | 64| 80 193 |121 |112 [158 19 |172 | 82 | 23] 17 
114 |129 |157 | 76 128 | 57 |170 | 73 | 69| 51 |143 | 381171 
109 [121| 9| 29 46 | 34 1153 | 83 [114 1167 1146 |138 |102 
83 |110 |105! 79 76 |169 1155 | 92 || 68 |133 [166 | 55 |161 
10 | 81 |148 145 103 | 31 | 53 |152 |165 |137 | 11 [136 | 93 
137 (160 |116, 63| 12 1101149 | 65 | 33) 62 |106 |131 |157 |101 
151 | 36 | 97 | 66,143 99| 13 |145 | 47 |125 |130 | 66 |124 | 39 
| 54 [124 |103 171 1138| 3| 141 | 29| 44| 551 26 |117 | 94| 77| 87 
16 | 56 119| 41| 90 |100 125 |117 (106 78 с 
17 | 93) 2 86 | 


i 


Простое число 179. Первообразные корни: 2, 6, 7, 8, 10, 11, 18, 21, 23, 24, 26, 28, 30, 32, 
33, 34, 85, 37, 38, 40, 41, 44, 50, 53, 54, 55, 58, 62, 63, 69, 71, 72, 73, 78, 79, 84, 86, 90, 91, 92, 
94, 96, 97, 98, 99, 102, 103, 104, 105, 109, 111, 112, 113, 114, 115, 118, 119, 120, 122, 128, 127, 128, 
180, 131, 132, 133, 134, 130, 137, 140, 143, 148, 150, 152, 154, 157, 159, 160, 162, 168, 164, 165, 166, 
167, 170, 174, 175, 176. Основаще 10. 
М. 
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15 
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101 
66 
94 
35 
30 
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145 
174 
33 
139 
71 |137 
54 1167 
77| 47 
10 108 
80 | 67 
88 103 
130 [112 
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173 
51 
82 
95 


| 

нө 125 
158 114 
34| 29 
129 | 72 
32 138 
133| 64 
62 |152 
86 (172 


43 
81 
175 
151 
44 
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40 
123 
69 
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7| 


120 | 39 
132 | 61 
3| 6 
171 | 38 
140 | 22 
84| 55 
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4 |154 

7 | 45 
57 |141 


23| 41 
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156 (169 
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| 1| 10 |100 
138 (127 
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172 


149 
177 


21814 | 51811 


1105 


105 155 118 106 


17170! 89 
7| 70|163| 19 
92| 25| 71 |173 
84 124 |166 | 49 
30 (121 1136 
113| 56 | 23 
2| 20 | 21 
103 |135 | 97 
24| 61| 73 
162| 9| 90 
109 | 16 160 |168 | 69 
154 |108 | 6 | 60| 63 
55| 13 130 | 471112 
58 | 43| 72 
128 |156 128 
159 [158 148 
44| 82 104 
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174 
11 
45 119 
80 
8 
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Простое число 181. Первообразные корни: 2, 10, 18, 21, 28, 24, 28, 41, 47, 50, 58, 54, 57, 
58, 68, 66, 69, 76, 77, 78, 83, 84, 85, 90, 91, 96, 97, 98, 103, 104, 104, 105, 112, 115, 118, 128, 124, 
127, 128, 131, 134, 140, 153, 157, 158, 160, 163, 171, 179. Оскованіе 40. 


164 
169 |103 


| 72! 941142 
|75} 6| 171139| 9 


4 [1621109 
14| 54! 23| 37 
80 1167 | 66 
41 |161 | 58 
93 |152 | 5 25 
3| 13| 79 
131 | 74| 81 
77 |170 |168 | 61| 70 
144 |104 | 67| 31| 28 
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153 | 98 |124 | 35 


82| 26| 58(122| 64 
138 1176 158 | 43 


м 74| 16 


Простое число 191. Первообразные корни: 19, 21, 22, 


58, 61, 62, 63, 71, 73, 74, 76, 83, 87, 88, 89, 91, 93, 94, 95, 99, 101, 105, 106, 110, 111, 


11131 44 


61718 


118 | 94; : 
104 |135 


156 1113 | 34 


70 1157 |122 


29 109 


136 | 


68 |137 |103 
63 | 87 |146 
77| 46| 98 
160 


93 


72 |177 


141 |143 (163 


28, 29, 33, 35, 42, 44, 47, 58, 56, 57, 


112, 118, 


114, 116, 119, 128, 124, 126, 127, 131, 132, 187, 140, 141, 148, 145, 146, 148, 151, 157, 164, 165, 167, 
168, 171, 178, 174, 176, 178, 179, 181, 182, 183, 187, 188, 189. Основаніе 157. 
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ППростое число 193. 
444, 45, 47, 51, 


Первообразные 


корни: 


5, 10, 15, 
52, 53, 57, 58, 61, 66, 70, 73, 77, 78, 79, 80, 82, 90, 91, 


‚ 26, 30, 34, 37, 
102, 103, 


17, 19, 22 38, 40, 41, 


111, 113, 114, 115, 
1116, 120, 198, 197, 199, 185, 136, 140, 141, 149, 146, 148, 149, 159, 153, 155, 156, 159, 163, 167, 171, 
174, 176, 178, 183, 188. Основанїе 10. 
1. М. 
м, | о | 1| 2 8|1415(6(17|819 | | o раа [4 | 516 7819 
! ] 
| о 182 |156 [172 | 11 1146 |184 |162 120 | | 1| 10 100| 851157: 26| 67| 91 [138| 29 
1| 1 в 1138 | 15 а 116715811491110 | 59 | 1|97| 5) 501141175! 131130 |149 | 69 1111 
9 |188 |148 | 83| 54 [196 | 22| 5| 841164| 9 | 21145| 99| 25| 57 |184 103 | 65 | 71 [131 [159 
з |157 [134 [142 | 57 [189 | 31100] 55| 49 171 3 |169 |146 |109 |125 | 92 148 |129 |132 |162 | 76 
4 173 |125 |138| 72| 73131 | 44 [127 |116 [176 | 4 181 | 73151 [159 | 46| 741161 81 | 38 
5 | 12113 187| 79| 74 104 |154 | 23 191 | 92 5 1187 138 |179 176| 28| 871177 33 137 | 19 
6 147 [133 124 |112 [132 | 26| 47| 6 129| 18 | 6 190 163| 86 881081115 |185 113 165 |106 
т 185 | 271 90| 41| 45 178| 39| 85 161 1109 | 7| 951178 | 48| 44| 54| 541189 |153 (179 | 53 
8 |163 | 48 |115 |190 [128 |160| 62 |165 | 68| 81 | 8 14| 89|118| 22| 27| 77 |191 [173 |186 128 
ө 121| 7| 34| 98 |117 70106) 101166 | 21 | 9| 72141 | 59| 11 |110 135 [19 (188 | 93 [158 
10 | ә [130 |103, 25 [177 |159 | 69 158| 64| 32 | 10 | 36 [167 |126 [102 | 55 164 | 96 [188 |143 | 79 
И | 94| 19 н) 67| 13| 65 181 |135 82 [141 |11 | 181180 | 63| 51 124 | 82| 48| 94 [168 |136 
12 |137 [186 |123 | 89 |114 | 33 |102 143 |122 | 36 12| 9| 90128 [122 | 62| 41| 24| 47| 84| 68 
13 | 16; 28| 37| 51 188 | 95 119| 58| 8 170 13 /101| 45| 64| 61 31 117 12|120| 42| 34 
14 175 91| 17108. 80 20 31 |140| 35 169 | 14 |147 [1191 32 [127 112 155 6l 60| 21| 17 
15 [168 | 42| 29| 77| 75 145 151| 4| 99, 43 15 [170 [156 | 16 |1601 56 174] 3| 30 [107 105 
16 [158 | 46| 38| 61 105 вв 180 101 |118 30 (16 | 85| 78| 8] 80| 28| 87| 98| 151501149 
17 |150 1179 | 52| 87|155| 14| 58| 56| 71| 18 17 139| 39| 4| 40| 14 140| 491104 | 75 
18 111 | 40 1189 | 97 | 24 ЇЕ| 88! 501071 16 18 |166 |116] 2| 20| 7| торат 52 [134 
19 | 60 86| 96 j 19 | 83| 58 | | 
і! | | 


П Простое число 197. 


Первообразные 


корни: 9, 8, 5, 8, 11, 12, 18, 17, 18, 21, 27, 30, 31, 82, 
3: 85, 38, 44, 45, 46, 48, 50, 52, 56, 57, 58, 66, 67, 71, 72, 73, 74, 75, 78, 79, 80, 82, 86, 89, 91, 94, 
9: 95. 98, 99, 102, 103, 106, 108, 111, 115, 117, 118, 119, 122, 193, 194, 125, 126, 130, 131, 139, 140, 
1. 141, 145, 147, 149, 151, 152, 158, 159, 102, 165, 166, 167, 170, 176, 179, 180, 184, 185, 186, 189, 192, 
194, 195. Основашїе 73. , 
1. М. 
| м.о 19,34 | 516171 ao .|0|11|4/3(4 | 5161 Л ЛА: 
| ja RE 
| | 0| 61 65 122 187 126 86 |188 130 | 1| 73|, 1011391100 11 | 15 |110 150 |115 
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2 | 63 151 66 | 68| 52) 78| 18 |195 | 12| 40 | a| 63| 68| 39| 89 |193 102 |157 | 351191 |158 
3 | 67 |173 [109 | 701156) 27| 56 |148| 47| 22 | 3 [137 |151 |188 |181 107 |128] 85| 981 62 |192 
4 |124 | 46| 16| 541127| 711129 |106 |113 |172 | 41: 291147| 93| 91 |142 |122 | 41| 38| 16 183 
5 139 160| 79| 80) 60142) 78 51101 | 96 | 5 11601 57| 24 176| 43184] 36 67 |1631 79 
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9 |132 | 431190] 42 1167 |123 [174 |102 | 371185 | و‎ 109| 7711051179| 65| 17| 59 |170 1196 |124 
1) 4| 76| 25| 69 |140 92 1141 | 841121| 90 | 10 |187 | 58| 97 |186 182 | 87| 47| 82| 76| 32 
111 7| 17 |134 (175 |112 || 91162| 87 [157 181 | И 123 1114 48 1155 | 86 1171 | 72 |134 |129 
12 (189| 10| 45 til 991 19| 811186| 35 |119 |1 2 |158 108| 4| 95| 40162] 6| 44| 60| 46 
13 |155| 33192 2 |118 136 82| 30 194| 3 | 13| 9| 66| 90| 691121 991135] 5168| 50 
14 |149 [171 | 4411 158 178 |117 62| 41 15 | 14 1104 1106 | 55| 75 1156 159 [181 | 14 37 |140 
15 | 8| 31 169| 29 [152 |114 |144 | 26 145 | 15 (173 91 (154| 1811611130| 34 |118 |143 1195 
16 | 50 |154 125 | 58 1168 | 11| 751165 110 | 16 | 51 1177 1116 |194 (175 |167 |174 | 94 |164 1152 
ы! 97 |116 |176 |150 |166 164 | 531161 9з 117 || 641141| 49| 31| 96 |113 1172 |145 [144 
18 193 [1461104 | 49| 55| 89 1103 |100 85 4 611119] 19| 81190] 801127| 12 
19 4 28 ын, 24 163 159 98 | 19 | 92| 18 |132 |186 138 | 27 
| kaidi 
“ 


www.rcin.org.pl 


ко ^ =, 


Простое число 199. Нэрвбобр: азные корни: 3, 6, 15, 22, 30, 34, 38, 39, 41, 44, 48, 54, 68 

69, 71, 73, 75, 77, 84, 87, 95, 97, 99, 105, 108, 110, 113, 118, 119, 190, То 129, 133, 134, 142, 143 

146, 148, 149, 150, 152, 153, 154, 163, 164, 166, 167, 168, 170, 173, 176, 179, 183, 185, 186, 189, 190: 
192, 195, 197. Оскованіе 127. 


I М, 

мј ој 1-2 з 4[5| втв ө | 11 0117.3|37 41516 1 8|9 

шин Шагжиаг шин шилжин шин шин ГЭ” === ТТТ ге а 
0 [194 |155 190| 6 |151 | 32 |186 |112 | | 11197| 10| 76 100168! 5 38| 501181 
1 2| 891147 |128 | 281161 |182 | 57 |108 | 11 1 1102 19| 25 |190) 51 109 112, 9511551154 
2 1196 1187 (185 | 74143 121124 | 69| 24 |158 3 | 56 [147 |162 | 77| 28 |173] 81 |138} 14 186 
3 1157| 76.178 |146 | 53| 38 |104 121| 7| 85 3 (1401 69| 12| 93| 70 134 |103 |146 | 35| 67 
4 1192 145 |183 [176 181 |118 | 70| 981139] 64 4 (151| 731117 (138117: 5 /136 158 1166 |187 68 
5 8| 14 1201136| 6511951| 10 |166 |154 129 5 79| 83 193| 34139 141 1196 | 171169 170 
6 1153 |126 721144 |174 |134 |142 | 39| 49| 31 6 | 981108 184, 85| 49| 54| 92 1149 124 | 27 
7| 34| 71 (100| 411117)167| 3| 23| 81| 50 7 || 46| 71| 621113) 23 |135 | 31 |156 [111 |167 
8 1188 | 26 |141 | 511179! 631172 115 1177 | 92 8 115| 781155 1183 1157] 391177 11911178 119 
9 |114 1160| 66| 33| 941 17 [135 1109 | 601103 9 188 |195 | 89 |159 | 941197 |144 |179 | 471198 
101 3 |159 101 36 |116 193 |132 |165 | 61| 15 10 | 72 [189 |193 | 99| 36 |194 |161 |149| 18| 97 
11 191 | 78| 16| 73 103) 80 [150 | 42 [125 | 89 11 |180 174| 91148 | 90| 87/104 74| 451148 
12 (149 1180 |122 |102 | 68: 18140| 111701133 12 | 52| 37122 171 | 26118) 6111851 13| 59 
13 |130 1148 |138| 43| 35| 751 451171: 27: 54 13 (130 1921106 1129] 65 | 96| 531164 132| 48 
141 30| 55| 671119! 96/164 37| 9 3 107 14 |126 82| 66 24| 63141 3} 12 131 |120 
15 |163 | 40 |197 |169| 19) 82 93 15 |116, 61165 60| 58| 31182 | 30 29101 
16 1184 |106 | 22| 5 137 58 16 | 91| 15 [114 |150 [145 |107| 57 | 75 |172 1158 
17 | 59 1193 |168 | 951111 s| 97 31 128 |137 | 86 |176) 641168| 43 88 | 32| 84 
18 (110| 911561 83| 621127 101 18 44| 16| 421160| 22| 8| 21| 80| 11 

19 | 13 871131 19 | 41110| 401105| 2| 55| 20 ai | 


دو ووی یو ووی ےے__ . 
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ЛИНЕЙНЫЕ ДЪЛИТЕЛИ 


КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ 2” -- пу? ДЛЯ ВСЪХЪ ВЕЛИЧИНЬ @ ОТЬ 1 до 101. 


2° + 6у2; 24=--1,5, 7, 1. 


эр 47у; ¦ 28 -|- 1, 9, 11, 15, 23 


г +1003: 402-1, 7, 9, 11, 13, 19, 23, 37. 


а? + Ну; 


t 
- 
= 
- 
bo 
32 
2 
сл 
2 
~ 
Бы 
— 
22 
~ 


а2 + 13у?; 522 -H 1, 7, 9, 11, 15, 17, 19, 25, 99, 81, 47, 49. 


/34-18/: 56:-|1, 3, 5, 9, 13, 15, 19, 23, 25; 27, 39, 45. 
2% —- 15у?; 60s -+ 1, 17, 19, 23, 81, 47, 49, 53, 
04-17: 68:--1, 3, 7, 9, 11, 13, 21 


Бал 19y; 765 1, 5, 7, 9, 11, 17, 28, 95, 85, 39, 48, 45, 47, 49, 55, 61, 68, 78. 


5, 27, 31, 33, 39, 49, 58, 68. 


а? - + 2°; 84: - 1: 96 M 19, 28, 35, 81, 87, 41, 55, 71. 
3 | 2232; 88:-4-1 


479::18,-15, 19, 91, 23, 25, 29, 81, 85, 48, 47, 49, 51, 61, 71, 81, 88, 85. 


х2 - 23у%; 92= -|- 1, 3, 9, 13, 25, 27, 29, 31, 35, 39, а, 47, 49, 55, 59, 71, 
85, 87. 


5? -+ 26у?; 104: +1, 3, 5, 7, 9, 15, 17, 21, 25, 97, 31, 85, 37, 43, 45, 47, 49, 51, 63, 71, 
75, 81, 85, 98. £ 


22 4 29y?; 116: - УВ PE 5, 9, 11, 13, 15, 19, 25, 27, 31, 88, 39, 48, 45, 47, 49, 58, 55, 57, 
65, 75, 79, к. 93, 95, 99, 109. 


© 22| 30; 120 +1, 11, 13, 17, 93, 99, 31, 37, 43, 47, .49, 59 


-hy 


‚ 67, 79, 101, 113, 


æ? -+ 31°; 124; -|-1, 5, 7, 9, 19, 25, 83, 35, 39, 41, 45, 47, 49, 51, 59, 63, 67, 69, 71, 81, 
87, 95, 97, 101, 103, 107, 109, 111, 113, 121. 


л? -+ 3302; 132: -+ 1, 7, 17, 19, 28, 25, 99, 37, 41, 43, 47, 49, 59, 65, 71, 79, 97, 101, 119, 127. 


x? -+ 3412; 136: - 1, 5, 7, 9, 19, 23, 25, 99, 81, 33, 85, 87, 39,‹ 43, 45, 49, 59, 61, 68, 67» 
71, 79, 81, 83, 89, 95, 109, 115, 121, 198, 195, 188. 


_ а? 4- 3503; 140; 4-1, 3, 9, 11, 18, 17, 27, 29, 33, 39, 47, 51, 71, 18, 79, 81, 83, 87, 97, 99, 
103, 109, 117, 121. 


РИУ: рт IEE гс хүл аа Ра За e ҮЛДДЭГ гө ТУЧИ эг A 
24-37): 148: +1, 9, 15, 19, 21, 23, 25, 81, 33, 35, 39, 41, 48, 49, 51, 58, 55, 59, 65, 78, 
77, 19, 81, 85, 87, 91, 101, 103, 119, 121, 131, 185, 137, 141, 143, 145. 
ی ی واش‎ 
12 -+ 38у?: 1522 +1, 3, 7, 9, 13, 17, 21, 23, 95, 27, 29, 87, 39, 47, 49, 51, 58, 55, 59, 68, 
67, 69, 13, 75, 81, 87, N To. 109, 111, 117, 119, 121, 187, 141, 147. 


_— aa —-..—— 
22 -+ 39°: 156:-|-1, 5, 11, 95, 41, 43, 47, 49, 55, 59, 61, 71, 79, 88, 89, 108, 119, 121, 125, 
127, 133, 137, 139, 1 149. 


›, 


87, 45, 47, 49, 55, 57, 61, 63, 


67, 71, 73, 75 “ 95, 99, 105, пт, 118, 121, 125, 138, 135, 141, 147, 151. 


Ê EE ERLE 
22 4112; 1642 +1, яр 5 нор? 11, 15, 19, 21, 25, 97, 8 35, 
79 
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a? 4-70)"; 280 -+ 1, 9, 17, 19, 33, 37; 89, 48, 47, 58, 59, 61, 87, 69, 71, 78, 79, 81, 87, 


x? + 42у°; 168: -+ 1, 13, 17, 23, 25, 29, ЗЬ, 41, 43. 53, 55, 59, 61, 67, 71, 83, 89, 95, 103, 


121, 181, 149, 159, 168, 


ж? -+ 43у?; 172s --1, 9, 11, 18, 15, 17, 21, 23, 95, 31, 35, 41, 47, 49, 53, 57, 59, 67, 79, 81, 
83, 87, 95, 97, 99, 101, 103, 107, 109, 111, 117, 121, 127, 138, 185, 199, 143, 145, 


153, 165, 167, 169. 


22 -+ 46у; 184s -+ 1, 5, 9, 11, 19, 21, 25, 31, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55, 61, 67, 
71, 73, 81, 83, 87, 91, 95, 99, 105, 107, 109, 119, 121, 125, 197, 149, 151, 155, 151. ® 


169, 171, 177, 181. 


g? -+ 4732; 188z ЭРХ 8, 7, 9, 17, 21, 25, 27, 87, 49, 51, 58, 55, 59, 61, 68, 65, 71, 75, 79, 
81, 83, 89, 95, 97, 101, 108, 111, 115, 119, 121, 131, 148, 145, 147, 149, 158, 155, 


167, 157, 159, 165, 169, 173, 175, 177, 183. 


а? -+ 51°; 204: +1, 6, 11, 18, 19, 23, 25, 29, 41, 43, 49, 55, 65, 67, 71, 95, 108, 107, 113, 


115, 121, 125, 127, 131, 143, 145, 151, 157, 167, 169, 173, 197. 


æ -+ 532%; 212s -+ 1, 8, 9, 18, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 85, 87, 39, 49, 51, 55, 57, 67, 69, 
71, 75, 77, 79, 81, 88, 87, 89, 98, 97, 103, 105, 111, 118, 117, 121, 127, 139, 147, 


149, 151, 153, 165, 167, 169, 171, 179, 191, 197, 201, 205, 207. 


а -+ 552°; 220; --1, 7, 9, 13, 17, 31, 43, 49, 57, 57, 59, 63, 69, 71, 73, 81, 83, 87, 89, 91, 


107, 111, 117, 119, 128, 127, 141, 153, 159, 167, 169, 178, 179, 181, 183, 191, 193, 


197, 199, 201, 217. 


æ -+ 573°; 228; -+ 1, 11, 23, 25, 29, 81, 85, 41, 47, 49, 58, 61, 65, 67, 73, 79; 83, 85, 89, 
9r, 108, 118, 119, 121, 127, 131, 151, 157, 169, 178, 185, 191, 211, 215, 221, 


223. 


а? -+ 5832; 232: -|-1, 9, 15, 21, 25, 31, 38, 35, 87, 89, 47,.49, 51, 55, 57, 59, 61, 65, 67, 69, 
77, 79, 81, 83, 85, 91, 95, 101, 107, 115, 119, 121, 128, 197, 199, 138, 185, 139, 
148, 157, 159, 161, 169, 179, 187, 189, 191, 205, 209, 218, 215, 219, 221, 225, 227, 


239. 


22 + 59°; 236z + 1, 3, 5, 7, 9, 15, 17, 19, 21, 95, 97, 29, 35, 41, 45, 49, 51, 58, 57, 63, 
71, 75, 79, 81, 85, 87, 95, 105, 107, 119, 121, 123, 125, 127, 133, 135, 137, 189, 143, 
145, 147, 158, 159, 163, 167, 169, 171, 175, 181, 189, 193, 197, 199, 208, 205, 913, 


223, 225. 


2? + 610°; 244» |-1, 5, 7, 9, 11, 13, 23, 25, 31, 85, 41, 43, 45, 49, 51, 55, 57, 59, 63, 65, 
67, 71, 73, т "79, 81, 87, 91, 97, 99, 109, 111, 113, 115, 117, 191, 195, 187, 139, 
141, 148, 149, 151, 155, 159, 161, 169, 175, 191, 197, 205, 207, 211, 217, 228, 925, 


297) 229, 241. 


а? + 623/2; 248: --1, 8, 7, 9, 11, 18, 21, 3 27, 29, 88, 87, 89, 41, 48, 47, 49, 58, 61, 63, 


#71, 75, 77, 81, 83, 85, 87, 91, 95, 99, 108, 111, 113, 115, 117, 121, 
229, 981, 233, 248, 


123, 129, 
139, 141, 143, 147, 159, 169, 175, 176, 181, 188, 189, 191, 193, 197, 203, 213, 225, 


22-4 65y"; 260: +1, 3, 9, 11, 19, 23, 27, 99, 81, 83, 87, 48, 49, 57, 59, 61, 69, 71, 73, 81, 
87, 93, 97, 99, 101, 103, 107, 111, 119, 121, 197, 199, 137, 147, 151, 171, 17 Жэ 
188, 198, 197, 207, 209, 213, 219, 239, 248, 258. 


2 + 66y’: 264s 1, 5; 7, 13, 17, 23, 95, 35, 41, 47, 49, 53, 61, 65, 67, 77, 79, 88, 85, 91, 
107, 109, 115, 119, 125, 127, 131, 151, 161, 168, 169, 175, 191, 205, 991, 227. 
988, 985, 945. ` 


x? -+ 674°; 2682 -+ 1, 9, 15, 17, 19, 21, 28, 25, = дә, 85, 87, 89, 47, 49, 55 59, 65, 71, 78, 
77, 81, 88, 89, 91, 98, 108, 107, 121, 198, 127, 129, 181, 135, 139, 149, 151, 158, 155, 
157, 159, 168, 167, 169, 171, 178, 181, а, 189, 198, 199, 205, 207, 211, 215, 217, 
228, 235, 927, 287, 241, 255, 257, 261, 268, 965. 


а? + 6932; 267: -|-1, 5, 7, 13, 17, 19, 25, 35, 48, 47, 49, 53, 59, 65, 67, 71, 73, 79, 85, 89, 
91, 95, 103, 113, 119, 121, 125, 131, 133, 137, 149, 167, 169, 175, 179, 193, 199, 215, 
221, 285, 239, 245, 247, 265. , 


98, 97, 101, 103, 107, 121, 128, 181, 139, 148, 151, 158, 168, 167, 169, 171, 181, 
191, 197, 223, 229, 288, 249, 951, 253, 257, 267, 269, 277. 
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25-71), 284: -|- 1, 8, 5, 9, 15, 19, 35, 27, 29, 87, 43, 45, 49, 57, 78, 75, 77, 79, 81, 88, 
87, 89, 91, 95, 101, 103, 107, 109, 111, 119, 121, 195, 199, 131, 135, 148, 145, 147, 
151, 157, 161, 167, 169, 171, 179, 185, 187, 191, 199, 215, 217, 219, 921, 998, 295, 
229, 231, 238, 287, 248, 245, 249, 251, 258, 261, 268, 267, 271, 278, 977. 


£? + 73у; 292: --1, 7, 9, 11, 15, 25; 31, 37, 89, 41, 48, 47, 49, 51, 57, 59, 61, 63, 65, 69, 


77, 81, 83, 85, 87, 89, 95, 97, 99, 103, 105, 107, 109, 115, 121, 131, 135, 137, 139, 
145, 149, 151, 159, 163, 165, 167, 169, 173, 175, 179, 181, 191, 199, 201, 913, 217, 
221, 295, 237, 239, 947, 257, 959, 263, 265, 969, 271, 273. 275, 279, 287. 289. 
æ’ -+ 744, 296s -+ 1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 38, 25, 27, 29, 81, 33, 39, 41, 45, 49, 55, 61, 65, 
67, 69, 79, 75, 79, 81, 87, 89, 98, 99, 108, 107, 109, 115, 117, 119, 121, 123, 125, 
133, 135, 137, 139, 148, 145, 147, 155, 165, 167, 169, 183, 191, 195, 199, 201, 205, 
207, 211, 219, 295, 283, 237, 289, 243, 945, 949, 958, 261, 275, 277, 279, 989. 
u! + 7742; 308: -- 1, 8, 9, 18, 17, 95, 27, 31, 37, 89, 41, 43, 47, 51, 53, 59, 61, 73, 75, 79, 
81, 93, 95, 101, 108, 107, 111, 113, 115, 117, 119, 193, 197, 129, 137, 141, 143, 145, 
151, 158, 169, 173, 177, 183, 199, 211, 219, 221, 293, 295, 239, 241, 948, 951, 263, 
279, 985, 289, 293, 297, 303. 


a + 78у?; 312: 4-1, 19, 25, 29, 35, 37, 41, 47, 49, 58, 55, 67, 71, 77, 79, 85, 89, 101, 103, 


107, 109, 115, 119, 191, 127, 131, 187, 155, 161, 163, 167, 173, 179, 187, 199, 215, 
217, 229, 239, 951, 253, 269, 281, 289, 295, 301, 305, 307. 
æ + 929), 316; |- 1, 5, 9, 11, 13, 19, 21, 93, 25, 31, 45, 49, 51, 55, 65, 67, 78, 81, 83, 87, 
89, 95, 97, 99, 101, 105, 111, 115, 117, 119, 191, 123, 195, 129, 131, 141, 148, 151, 
155, 159, 163, 167, 169, 171, 178, 177, 179, 181, 183, 189, 208, 207, 209, 213, 223, 
225, 981, 289, 241, 245, 247, 253, 255, 257, 259, 268, 269, 273, 275, 277, 297, 981, 
283, 287, 289, 801, 309, 313. 


47 -|- 8232: 328: --1, 7, 9, 13, 15, 95, 29, 33, 43, 47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 68, 69, 71, 73, 
19, 81, 83, 85, 91, 93, 95, 101, 105, 107, 109, 111, 118, 115, 117, 121, 181, 135, 139, 
149, 151, 155, 157, 163, 167, 169, 175, 181, 183, 185, 187, 191, 195, 199, 201, 203, 
209, 225, 229, 281, 239, 281, 239, 241, 251, 253, 261, 263, 267, 283, 289, 291, 298, 
297, 301, 305, 307, 809, 311, 317, 828, 825. 


22 + 83у?; 332 -+ 1, 3, 7, 9, 11, 17, 21, 98, 95, 27, 99, 81, 88, 37, 41; 49, 51, 59, 61, 68, 65, 


69, 75, 77, 81, 87, 93, 95, 99, 109, 111, 113, 119, 121, 128, 127, 181, 147, 151, 153, 
161, 167, 169, 173, 175, 177, 188, 187, 189, 191, 198, 195, 197, 199, 208, 207, ‚215, 
217, 225, 237, 929, 281, 285, 241, 248, 247, 258, 259, 261, 265, 275, 277, 219, 285, 
287, 289, 298, 297, 818, 817, 819, 827. 


э 
га 


{+ 8522; 340: -+ 1, 9, 11, 21, 31, 37, 39, 48, 47, 49, 57, 67, 69, 71, 73, 79, 81, 83, 87, 89, 
91, 97, 99, 101, 103, 113, 121, 123, 127, 131, 133, 139, 149, 159, 161, 169, 178, 177, 
183, 189, 193, 197, 199, 203, 211, 293, 229, 231, 233, 247, 263, 277, 279, 281, 287, 
299, 307, 311, 313, 317, 321, 327, 333, 337. s 


1? -- 8632; 344s 4-1, 3, 5, 9, 15, 17, 19, 38, 25, 27, 29, 81, 87, 41, 45, 47, 49, 51, 57, 61, 
69, 75, 77, 79, 81, 85, 89, 91, 93, 95, 97, 103, 111, 115, 121, 123, 125, 127, 181, 135, 
141, 143, 145, 147, 149, 153, 155, 157, 163, 167, 169, 171, 179, 183, 185, 193, 205, 
207, 211, 225, 227, 231, 235, 987, 239, 948, 245, 955, 961, 271, 273, 277, 279, 281, 
285, 289, 291, 305, 309, 311, 323, 331, 333, 337. 


2% + 87°; 348s -+ 1, 7, 18, 17, 25, 41, 47, 49, 67, 77, 89, 91, 95, 101, 108, 109, 113, 115, 


119, 121, 131, 137, 139, 143, 151, 155, 169, 175, 181, 185, 187, 191, 199, 215, 221, 
223, 241, 251, 263, 265, 269, 275, 277, 983, 287, 289, 293, 295, 305, 311, 313, 317, 
325, 329, 343. 


а? -+ 892, 363z + 1, 3, Б, 7, 9, 15, 17, 19, 21, 23, 95, 27, 31, 35, 43, 45, 49, 51, 58, 57, 59, 


68, 69, 73, 75, 81, 83, 85, 93, 95, 97, 103, 105, 109, 115, 119, 121, 135, 127, 129, 
188, 135, 148, 147, 151, 158, 155, 157, 159, 161, 168, 169, 171, 173, 175, 177, 189, 
191, 207, 211, 215, 217, 219, 225, 288, 239, 243, 245, 249, 255, 257, 265, 269, 277, 
279, 285, 289, 291, 295, 301, 309, 315, 317, 819, 828, 327, 343, 354. 


ха -|- 912; 364 -+ 1, 5, 7, 9, 19, 23, 25, 29, 31, 33, 41, 48, 45, 47, 51, 58, 59, 73, 79, 81, 

83, 89, 95, 97, 107, 111, 113, 121, 125, 127, 145, 155, 165, 167, 171, 179, 183, 187, 

189, 191, 201, 205, 207, 211, 218, 215, 223, 225, 997, 229, 283, 235, 241, 955, 961, 
263, 265, 371, 277, 279, 289, 293, 395, 303, 307, 309, 327, 347, 349, 353, 361. 


х^ -+ 93,2; 3722 + 1, 17, 95, 29, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 65, 71, 77, 79, 89, 91, 95, 97, 


107, 109, 115, 121, 127, 131, 133, 137, 139, 143, 151, 157, 161, 169, 185, 191,. 193, 
199, 205, 209, 223, 227, 247, 253, 259, 269, 271, 287, 289, 299, 305, 811, 881, 335, 
349, 353, 359, 361, 365, 367. 
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24. ЮМ. 


е тон хи ди Нар л КУЛБАЙ М А-А үл АЛЕК йин КЧ ЫРЫС ЕДЕ ы мЕН ДЫ 


з 944°; 376: +- 1, 5, 7, 9, 11, 18, 17, 19, 25, 29, 35, 43, 45, 49, 55, 63, 65, 67, 69, 71, 7 
2 81, 85, 89, 91, 93, 95, 97, 99, 103, 107, 109, 111, 117, 119, 121, 128, 125, 138, 


143, 145, 153, 159, 
215, 219, 921, 225, 
301, 303, 315, 317, 


— 3.1 95у 
ти, 118, 117, 119, 


163, 169, 171, 175, 177, 179, 181, 183, 187, 191, 208, 209, 
221, 229, 239; 241, 245, 247, 249, 261, 263, 271, 275, 289, 


819, 323, 325, 335, 337, 889, 343, 345, 849, 353, 355, 361, 


2; 380: -+ 1, 3, 9, 11, 18, 27, 33, 37, 39, 49, 53, 61, 67, 81, 97, 99, 101, 103, 


121, 127, 131, 139, 145, 147, 149, 159, 161, 167, 169, 173, 


191, 193, 199, 201, 203, 217, 223, 227, 229, 239, 243, 351, 257, 271, 287, 989, 


298, 297, 301, 308, 
363, 373. 


135, 139, 141, 143, 
207, 211, 215, 221, 


285, 289, 293, 297, 


307, 309, 311, 317, 321, 329, 333, 337, 339, 349, 351, 357, 


7, 19; 
139, 
211, 
293, 


373. 


107, 
183, 


тай 4 972/2; 388: -+ 1, 7, 9, 15, 19, 23, 25, 33, 39, 49, 51, 53, 55, 59, 61, 63, 65, 67, 71, 
1 


81, 83, 85, 87, 89, 93, 101, 105, 107, 109, 111, 113, 121, 123, 127, 129, 131, 


145, 155, 161, 169, 171, 175, 179, 185, 187, 193, 197, 199, 
223, 225, 229, 231, 285, 287, 239, 241, 251, 263, 269, 271, 
309, 311, 313, 319, 331, 341, 343, 345, 347, 351, 353, 357, 


361, 367, 371, 375, 377, 383, 385. 


Дух Эн. уул. г С-ы шаша -—— m “- -— سے‎ 
22-4101/7: 4045-1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 21, 25, 27, 38, 35, 37, 39, 45, 49, 51, 
59, 68, 65, 67, 75, 77, 81, 88, 85, 91, 97, 99, 108, 105, 111, 117, 119, 121, 


| 127, 135, 137, 189, 
187, 189, 191, 193, 


263, 271, 273. 275, 


347, 351, 357, 361, 


143, 147, 151, 153, 157, 163, 165, 167, 169, 175, 177, 181, 
195, 197, 199, 201, 221, 295, 231, 288, 248, 245, 249, 255, 
287, 288, 291, 295, 297, 305, 313, 315, 321, 829, 331, 335, 
363, 375, 375, 381, 385. 
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| ЛИНЕЙНЫЕ ДЪЛИТЕЛИ 


КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ 2 — пу? ДЛЯ БСБХЬ ВЕЛИЧИНЬ @ OTD 1 до 101. 


10у; 40:--1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39. 


Ну; 44:-1, 5, 7, 9, 19, 25, 35, 37, 39, 43. 


э% — 130%; 525-|1, 8, 9, 17, 23, 25, 27, 29, 35, 48, 49, 51. 


a” — 141; 56:- 1, 5, 9, 11, 13, 25, 31, 43, 45, 47, 51, 55. 


2? — 19у; 276:-1, 3, 5, 9, 15, 17, 95, 27, 31, 45, 49, 51, 59, 61, 67, 71, 73, 75. 


а? — 21°, 84=- 1, 5, 17, 25, 37, 41, 43, 47, 59, 67, 79, 88. 
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